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PREFACIO 



Reaiamos com este volume a scne iniciada com os dois anteriores (Fi'sica Dasica 
I - Mecdnica e FCsica BCisica 2 - Fluidos, Oscilacdes e Ondas, Color), que e complelada por 
Fisica Bdsica 4 - Olica. Relatividade, Fi'sica Quamica. 

O curso, mantendo o mesmo cspi'rilo c objelivos dos anieriores, apresenta a fun- 
damentacao fcnomcnoldgica da teoria elctromagnctica, seguindo de perto seu desenvol- 
vimento historico. Sao empregados os operadores vetoriais, ja antcvistos na mccanica e 
na hidrodinamica, cuja interpretacao inluiliva e exlensamenie discutida. As equates de 
Maxwell vao sendo construfdas de forma gradual. 

O campo magndtico 6 tambdm introduzido renomenologicamente, sem adotar o 
modismo dc aprcscnta-Io coino efeito relalivi'stico, que desafiaria a compreensao de es- 
tudantes nestc ni'vcl. 

Circuitos sao tratados dc forma unificada, incluindo fillros el6tricos como exem- 
plo mais simples e intuitivo dos espectros dc bandas cm esiruturas pericWicas, servindo 
dc introducao as bandas eletronicas nos soliiiDS. 

Uma das maiores dificuldades num curso de teoria eletromagnclica classica 6 o 
tratamcnto dos campos cm mcios materials. O dilema do professor c pcrmancccr ficl ao 
mote, adotado em toda se>ie, dc aprcsentar 'a verdade, somente a verdade, cmbora nao 
toda a verdade.' Para isto, a discussao de modelos cldssicos tern de ser acompanhada da 
crftica desses modelos, csbocar.do as conscqiicncias da teoria quantica da matdria, mcsmo 
antes de sua abordagem, que s6 ocorrera na pane final do curso (volume 4). Procurou-sc 
antccipar parte dos rcsjltados do tratamcnto quant ico, descrevendo os conceitos subja- 
centes de forma meramente qualitativa. Uma compreensao mais profunda $6 poderd ser 
alcancada mais tarde. 

Coino preambulo da olica eletromagndtica, a ser desenvolvida no volume 4, sao 
discutidos, na parte final do curso, ondas eletromagn&icas. potenciais retardados e radia- 
c3o de dipolo. 

Cs problemas no final de cada capitulo nao sao mcros exerefcios de aplicacao de 
formulas: procuram estimular a iniciativa e o raciocinio, tcstando o grau de compreensao 
dos alunos. E altamente rccomendavel a elabora^ao dc listas scmanais de problemas, que 
devem ser corrigidos e discutidos. 

V 



Pressupde-se ainda que seja ministrado em paralelo um curso de laboratorio onde 
o aluno encontrc a vivencia e realizacao concrcta dos fcnomcnos dcscrilos pcla leoria, 
jamais perdendo de vista que a fi'sica e uma ciencia experimental. Experiencias de de- 
monstra?ao tambcm cumprem um papel importante. 

A Fundacao Jose Bonifacio da Universidade Federal do Rio de Janeiro contribuiu 
com um auxflio para a prcparacao do texto, cabendo registrar aqui o agradccimento do 
autor por essa valiosa colaborayao. 

Rio de Janeiro, 31 de janeiro de 1997 
H. Moyses Nussenzveig 
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INTRODUgAO 

'Que interesse tem o estudo do elcironiagnctismo? Ncsta introducao, sera" dada 
uma idcia prcliminar da imporlancia dcssc campo da fi'sica. Tambem sera esqucmatizada 
a seqiiencia scgundo a qual vamos abordar o scu estudo. 

1.1 A interacao eletromagnetica 

Segundo a classificacao atual, existem na Naiureza quairo intcracoes fundamen- 
tais: nuclear forte, eletromagnetica, nuclear fraca c gravitacional (em ordem decrcsccnte 
de intensidade). Ate agora so havi'amos estudado uma delas: a gravitacao, cujos cfeitos 
se fazem scntir principalmente na cscala astronomica. 

O elctromagnctismo e outra interacao fundamental, muito mais importantc do que 
a gravitacao no domi'nio que nos c mais familiar. Com efeito, as forcas que atuam na 
cscala macrosedpica, r?;;ponsavcis pela estrutura da materia e pcla quase totalidade dos 
fendmenos ffsicos e qaimicos que intervem em no::::a vida diaria, sao de natureza eletro- 
magnetica. Isso nao quer dizer que seus efeitos possam scmprc scr analisados pela fi'sica 
classica. Em tudo aquilo que dependc da escala atomica - que tambem tem rcflexos 
macroscopicos - e preciso empregar a fi'sica quanlica. Zntretanto, a interacao relevanic, 
tambdm no iratamento quantico, e eletromagneiica. 

Ainda de um ponlo de vista fundamental, a intcacao eletromagnetica e aquela 
que compreendemos melhor. Seu tratamcnto teorico, no nfvel quantico (eletrodinamica 
quantica), serve hoje em dia como modelo para o iratamento de todas as demais inleracoes 
conhecidas. 

No desenvolvimento da fi'sica, teoria classica da interacao eletromagnetica, 
formulada por Maxwell, desempenl.o-. ni papcl central, como prototipo de uma teoria 
de campo. Ela pcrmitiu obter uma das grandes smtcses da ciencia, a unificacao do 
elctromagnctismo e da otica, mo::'. :ando que a LilZ e uma onda eletromagnetica. Alcm 
disso, serviu como pontc para a chboracao da teoria c'a re'atividade restrila. Para isso, 
foi necessario modificar a propria mccanica newtoniana, mas a lec.ia de Maxwell 
permaneceu intacta. 



2 Introduce) 

As aplicacoes do eletromagnetismo rcvolucionaram toda a tccnologia. Industria, ilu- 
minacao, transportes, computagao, entrctcniniento, funcionam com base na encrgia eletrica, 
na "fada Elctricidade", como foi chamada no inicio deste seculo. Ondas eletromagncticas 
(radio, radar, telcvisao) sao empregadas em todos os nossos sistcmas de comunicacSo. 

Em suma, o eletromagnetismo e uma disciplina basica tanto do ponto de vista 
teorico como pratico. 

1.2 As divisdes do eletromagnetismo 

AttS o fim do seculo IS. elctricidade e magnetismo cram pouco mats que curio- 
sidades de laboratorio. scm qualquer interconcx5o conhecida. Em ambos os cases, conhe- 
ciam-se apenas fenomenos estaiMcos. A pilha voltaica acabara de scr inventada e conhe- 
ciam-sc alguns dos efeitos pnxluzidos por correntes eleuicas. 

Foi so no inicio do seculo 19 que se descobriram os efeitos magniiticos das correntes. 
Pouco depois, veio a grande descoberta de Faraday do fenomcno da induc3o eletromagneijca: 
em linguagem anial. campos magnt-flieos variaVeis com o tempo produ/.em campos elci*ricos. 
O efeito simc'trico, a produgao de campos magntfticos por campos eltJlricos que variam 
com o tempo, foi predito leoricamente por Maxwell, quando formulou suas famosas equacoes. 
que sinteti/.am todo o eletromagnelismo classico. 

A vcrifica<, - ao experi menial da teoria de Maxwell foi oblida com as cxperiencias 
de Hert/. de produgSo de ondas de rddio. No prinefpio do seculo 20. com a incorporacao do 
eletromagnetismo a relatividade restrita, percebeu-se que cambos eleiricos e magndticos s3o 
aspectos diferentes de urn mesmo campo fundamental, o compo eletromagnilico, 
complctando-se assim o arcabouco da teoria denlro da fi'sica classica. Sua evclucao pos- 
terior foi no sentido de compatibiliza-la com a teoria quantica, levando a formulacao da 
eletrodinamica quantica. 

Ncstc curso introdutorio, seguiremos a evolueiio historica. disculindo em seqiien- 
cia campos cletrostaticos, correntes eletricas estacionarias c os campos magneticos por 
clas produzidos. Discutiremos depois a indu^ao elctromagnetica. Finalmcnte, chegaremos 
as equacoes de Maxwell e as ondas eletromagncticas. 

Divcrsos topieos, tais como as correntes de condu^ao, a polarizafao de dieletricos 
e materiais magneticos, dizem rcspeito a campos no interior de meios materiais e tern a 
vcr com a cstrutura da materia. Para trata-los, a necessario, em prinefpio, empregar a 
teoria quantica. Em alguns casos pode-se empregar um modelo classico como guia, mas 
v descricao corrcta c nccessariamente quantica. Procuraremos chamar a atencjio sobre 
esses pontos, e, na mcdida do possfvel, forneccr algumas informacocs qualitativas sobre 
o tratamer.to quantico. 

Noia^c.o 

Vetores serao sempre representados em ncgrito, ou seja, v em lugar de v . 



2 

A LEI DE 
COULOMB 

"Neste capftulo, vamos introduzir o conceito de cargo eletrica c discutir a lei de 
interacao cntrc duas cargas, dcscoberta por Coulomb. 

2.1 Cargo eletrica 

Por que razao uma interacao muitas ordens de grandcza mais forte do que a 
gravitacional so foi investigada muito dcpois desta e nao se madfesta de forma mais 
diretamente perceptfvel? A razao e que, enquanto a forca g.i.viiacional e sempre atrativa, 
as forcas eletricas podem ser tanto atrativas como repulsivas. O analogo da massa gravi- 
tacional, a carga eletrica, manifesta-se de duas formas difcrcntcs, que convencionamos 
chamar de posit iva ou negativa, levando a possibilidade de atracao ou repulsao, e a 
materia € nonnalmente neulra, cancelando os efeitos das intcracoes eletricas. 

Pode-se produzir urn desequilfbrio na distribuicao das cargas atraves do atrilo 
entre substancias difcrcntcs. Num dia seco, urn pcntc que se esfrega no cabelo atrai 
pedacinhos de papcl. Essa propriedade dc elelrizacdo por atrilo ja era conhecida na Grccia 
antiga: sabia-se que o ambar, uma rcsina amarclada (seiva de arvore solidificada ao longo 
de sdculos), quando atritado com pcle de animais, atrai parti'culas levcs, como sementes 
ou fragmcntos dc palha. O noivic do ambar, cm grcgo, e "clcklron": csta e a origem da 
palavra 'eletricidade' e do nomc da parti'cula clcmentar 'eletron'. 

Em 1600, William Gilbert, medico da corte na lnglaterra, publicou scu tratado 
De magnete, onde menciona outros corpos que se eletrizam por atrilo, tais como o vidro, 
o cnxofre e o lacre. 

A existencia de dois tipos diferentes de cargas foi descobcrta por Charles Francois 
du Fay em 1733, quando mostrou que duas porcoes do mcsmo material, por exemplo 
ambar, eletrizadas por atrilo com um tecido, repe'iam-s**, mas o vidro eletrizado atraia o 
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ambar eletrizado. O tipo de carga que chamou de "vftrea" foi dcpois chamado por Ben- 
jamin Franklin dc positiva, e a "resinosa" reccbeu o nomc dc negativa. 

A justificativa para esses nomcs bascou-sc cm experiencias realizadas por Fran- 
klin, que o convcnccram dc que o processo dc clctrizacao nao cria cargas: apenas as 
transfere de urn corpo a outro. Normalmente, urn corpo e neulro por tcr igual quanlidade 
dc carga posiliva c ncgaliva: quando ele transfere carga dc urn dado sinal a outro corpo, 
fica carrcgado com carga de mesmo valor absoluto e sinal contnirio. Essa hipotese de 
Franklin constitui a mais antiga formulacao de urn prinefpio fundamental da ftsica, a lei 
dc conservacao da carga elelrica. 

Franklin acreditava que era a carga positiva, que imaginava como um fluido, 
aqucla que sc transfcria. Hoje sabemos que, na clctrizacao por atrito, sao os elelrons que 
se transferem de um corpo a outro, e sua carga e negativa, segundo a convencao histori- 
camente adotada - que e inteiramente arbitrdria. A transfcrencia ocorrc por contato, e o 
objetivo do atrito e mcramcntc o dc incremental - o contato. 

O sinal da carga adquirida por um corpo na cletrizacao por atrito dependc da 
subslancia com a qual e atrilado: o ambar se eletriza negativamcnle por atrito com la, 
mas positivamentc quando alritado com cnxofrc. 

A cxpcricncia dc du Fay mostra que cargas dc mesmo sinal sc rcpelcm: cargas 
dc sinais opostos sc alraem. 

2.2 Conduffores e isolantes 

Um contemporSneo dc du Hay, Stephen Gray, descobriu cm 1729 que as cargas 
eletricas podiam ser transmitidas atraves de diferentes materiais, que foram chamados de 
condutores, ao passo c|uc tendiam a permanecer retidas cm outros, chamados dc isolantes. 

O ambar, o quartzo, o vidro, a agua dcstilada, os gases em condicoes nonnais 
(em particular o ar scco), a borracha c a maioria dos plasticos sao bons isolantes. Os 
mctais, a agua contendo acidos, bases ou sais cm solucao, o corpo humano c a terra sao 
bons condutores. 

R muito difi'cil rcalizar experiencias dc clctrostatica em muitas localidadcs brasi- 
Iciras, cspccialmcntc no vcrao, devido ao clevado grau dc umidade na atmosfcra, que 
tende a recobrir os objetos com uma fina camada dc agua, tornando-os condutores. Nos 
pai'se.i frios, o aquecimento no inverno seca o ar, e e comum que o corpo fique eletrizado 
quando se caminha sobre um tapete espesso, a ponlo 'le soltar fafscas quando se toca mini 
objeto mctalico. 

Um janota ingles, Robert Symmcr, que usava dois pares de mcias ao mesmo 
tempo, um dc la para prolcgcr do frio e o outro dc scda pcla aparencia, comentou em 
1759 que, quando as rcmovia, tirando uma de dentro da outra, elas se inflavam, assumindo 
a forma dos pes, e se atraiam (la com seda) ou se repeliam (la com la) ate uma boa 
distancia uma da outra. 



2.2 Condulores e isolames 
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Quando encostamos a mao num objcio carregado, a carga se escoa para a lerra 
uravcs de nosso corpo: nossa pele, umedecida pela transpiracao, e boa condulora. O 
cscoamento atraves de um bom condutor c exlremamcnte nipido, ao passo que um bom 
isolante pode pennanecer carregado por muitas horas ou dias. 



+++ +±+ +++ 

>+ i ~>+ i -> ■*■ 

+++ +++ +++ 




Figura 2.1 Eletroscopio: fa) — inducao eletroslatica; (c) a (e) — carga por inducao 

Vdrios dos efeitos jd discutidos podem ser dcmonslrados com o auxflio de um 
eletroscSpio. Conforme iluslrado na fig. 2.1, esse aparellio consiste num fiasco de vidro 
com uma rolha isolante, atravessada por uma hasie metalica encimada por uma bola de 
metal. Na parte inferior da haste esta presa uma lamina leve de folha de alummio ou de 
ouro. O fiasco protege esse conjunto das corrcntes de ar. 

Quando aproximamos da bola um bastao de vidro carregado positivamente (por 
atrito com um pano de seda, por exemplo), as cargas negativas do conjunto haste-bola 
sao atrafdas para cima e a parte inferior fica carregada positivamente. A lamina, com 
carga de mcsmo sinal que a haste, 6 repclida por cla c sc afasta, com angulo de abcrtura 
tanto maior quanto maior a carga [fig.2.1 .(a)]. 

Ao retirarmos o bastao, a carga total do elctrosc6pio volta ao zero, c a lamina 
cai [fig.2.1 (b)\. A separacao inicial da carga cm (a) sob a influcncia do bastao chama-se 
inclugao elelrostdlica. 

Na seqiiencia da fig. 2.1 (c)-(e), vemos como se pode carregar um corpo por 
inducSo. Para esse fim, aproximamos o bastao de vidro carregado positivamente, ao mcs- 
mo tempo que tocamos com a mao a bola do eletroscopio. Isso equivalc a coloca-la em 
contato com a terra. Tudo se passa como sc a carga positiva scparada por inducao e 
repelida pelo bastao sc cscoasse para a terra [na verdade, confomie indicado pela seta na 
fig. 2.1 (c), sao eletrons provenientes da terra que neutralizam a carga positiva separada]. 

Ao rctiramios a mao da bola, a carga negativa induzida ncla pcrmanecc, ainda 
sob a atracao do bastao [fig. 2.1. (</)]. Removido o bastao, a carga se rcdistribui pclo 
conjunto bola-haste, que pcrmanecc carregado, provocando o afastamcnto da lamina 
[fig.2.1. (c<)]. 
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2.3 A lei de Coulomb 

Na eletrostatica, consideramos somente configuracoes de cargas em repouso (com 
rcspcito a um referencial inercial), em equilfbrio estatico: nada varia com o tempo. 

Se as dimensoes de dois corpos carregados sao desprezi'veis em confronto com 
a distancia cntrc clcs, podemos trata-los como cargas puntifonnes, conccito idcalizado 
andlogo ao de massas puntiformes na mecanica. A interacao eletrostatica basica 6 entao 
aquela entre duas cargas puntiformes em repouso no vacuo. 

A lei de forcas correspondcnte foi primeiro inferida por Joseph Priestley, o des- 
cobridor do clcmcnto oxigenio. Em 1766, repetindo uma experiencia ja fcita antes por 
scu amigo Franklin, ele vcrificou que, quando um recipiente mctalico e clctrizado, a sua 
supcrfi'cie interna nao fica carregada e nao sao exercidas forcas eletricas sobrc um corpo 
dc prova inserido dentro dele. Priestley escreveu: "Nao podemos inferir desse experimenlo 
que a atracao elctrica csta sujcita as mesmas leis que a gravitacao, variando com o inverso 
do quadrado da distancia, uma vez que sc denionstra facilmente que, se a Terra livesse 
a forma de uma casca, um corpo dentro dcla nao sofreria atracao nenhuma?" 

A investigacao experimental direta da lei 
de forcas foi feita em 1785 por Charlcs- 
Augustin dc Coulomb, com o auxflio de 
uma balanca de lorcda, instrumento in- 
ventado independentemente por ele e por 
John Mitchell, que foi depois empregado 
por Cavendish para mcdir a constantc 
gravitacional. Conlbrme esqucmatizado 
na fig.2.2, a balanca consta dc uma haste 
isolante com duas esferinhas melalicas 
nas pontas (uma dclas serve de contrape- 
so), suspensa por uma libra fina T ligada 




Figura 2.2 Balanga de torgao para medida da 
forga entre duas cargas (jt e qi. 



a um ponteiro P com uma cscala graduada. 

Com a balanca inicialmcntc cm cquilibrio, carrega-se uma das esferinhas com 
uma carga </, c aproxima-sc dcla outra esferinha com carga q 2 , situada sobre o circulo 
gcrado pela rotacao da haste em torno do eixo. O torque produzido pela interacao entre 
as cargas faz girar a haste. Para reconduzi-la a posi^ao inicial de equilfbrio, e preciso 
torcer a fibra atraves do ponteiro. 

A forca de interacao pode scr calculada cm tcrmos do angulo de rotacao do 
ponteiro. 

O rcsultado obtido por Coulomb se exprinie por 



« 
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a \ a 2 . 
(r l2 f 



'2(1)-*, , 2 r 12 -~*l(2) (2.3.1) 



onde F, 0 ) e a forca sobre a partfcula i, devida a partfcula j, r l2 c a distancia entre as duas 
particulas carrcgadas e r, 2 = r l2 /r n e o vetor unitario da dirccao dc 1 para 2 (fig. 2.3). 
A constante de proporcionalidade k depcndc da escolha da unidade de carga clctrica, que 
disculiremos abaixo. 

F i(2> Qi r ia q 2 F 2(1) 
O -O - 



Figura 2.3 Forgas coulombianas para um par de cargas 

Vemos portanto (lei de Coulomb) que a forgo e proportional ao proihtto das 
cargas e inversainente proportional ao quadrado da distancia entre elas (como infcrido 
por Priestley por analogia com a gravitacao). A constaulc k 6 positiva: se q\ e qi tern o 
mesmo sinal, como na fig.2.3, a forca c repulsiva; se t8m sinais opostos, a forja 6 atrativa. 

A depcndencia invcrsa com o quadrado da distancia pode ser verificada variando 
a distancia entre as cargas. Nas experiencias dc Coulomb, a precisao nao era muito grande 
(da ordem dc alguns por cento). Uma determinacao raais precisa ja havia sido fcita por 
Cavendish em 1772, por um mdtodo baseado na idcia dc Priestley, que serd discutido 
mais adiantc (Sec.4.7). Se chamarmos de 2 + e o cxpoenle de / i: no denominador da lei 
de Coulomb, Cavendish mostrou que I e I < 2% . Usando mdtodos aniilogos, E. R. Wil- 
liams c colaboradorcs demonstraram, cm 1971, que l£ I < 3 x 10~ 16 . A depcndencia da 
distancia na lei dc Coulomb foi portanto verificada com enormc precisao. 

Se usarmos a lei de Coulomb para dejinir o produto das cargas, pode parecer que 
a proporcionalidade a cada uma delas nao tern conteudo: e mera definicao. Pordm, se 
dispusermos de quatro cargas q, (j = 1 , 2 , 3 , 4 ) e se medirmos as interacoes entre pa- 
res scmpre a mcsma distancia I r,j I, resulta da (2.3.1) que devemos ter 



F 2(3) 



/| F I(J)| - | F 2(4) 



F l(4) 



pois ambos os membros valem q 2 /qi. Logo, podemos testar esse resultado e medir a 
razSo dc duas cargas clctricas. Resta somen te arbitrar a escolha da unidade de carga 
eletrica. 

No sistcn a CGS dc unidades, que adota cm, g, s como unidades basicas, toma-sc 
k = 1 na (2.3.1) para interacao entre cargas no vdcuo, e define-se a unidade de carga 
como aquela que exerce uma forca de 1 dina sobre outra carga identica a distancia dc 
lcm. Esse sistema e usualmente empregado em fi'sica atomica. 



E. R. Williams, J. t. Fallere H. A. Hill, Phys. Re\: Lett. 26, 721 (1971). 
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hntretanto. a unidade assim delimda e muiio pcqucna para as aplicagocs pralicas, 
panicularmentc na engenharia. Vamos adotar o sistema mais emprogado nas aplicacoes 
priiticas do eletromagnetismo. que 6 o Sistema Inicrnacional (SI), baseado em m, kg, s e na 
escolha de uma unidade independente para corrente el&rica, o ampere (A), que sera definido 
mais adiante. Como a correnie representa carga por unidade de tempo, a unidade de 
carga cl6trica nesse sistema. o "coulomb (C)'\ corresponde a carga que atravessa por segundo 
a seccao de urn condutor que transporta uma corrente conu'nua de 1 A. 

No SI. a constantc de proporcionalidade k da (2.3.H <? cscrila da scguinte forma: 

i- 5 — = 10- 7 <- 2 N.m 2 /C 2 = 8,98755xl0 9 Nm 2 /C 2 (2.3.2) 

ondc c e o valor numerico da velocidade da luz no vacuo, atualmente definido como 
cxatamente 299 792 458 (m/s). A constantc Co c denominada permissividade do espago 
livre, por razoes que se tornarao aparentes mais tarde. O fator 4n c introduzido no deno- 
minador para simplificar formulas subseqiientcs. Com o valor de k dado pcla (2.3.2), as 
cargas medidas em coulombs e as distancias em metros, as foryas de interacao sao oblidas 
em newton (N), e a lei de Coulomb assume a forma que cmpregarcmos 



r 1 gift - _ v 



(2.3.3) 



2.4 O principio de superposi^ao 

Que acontece sc tivcrmos mais de duas cargas clctricas no vacuo? A cxperiencia 
mostra que os efeitos das intcracoes entre clas se superpocm, ou scja a forya elctrostatica 
que atua sobre cada uma 6 a resultantc (soma vctorial) de suas interacts com todas as 
demais cargas, obtidas aplicando a cada par a lei de Coulomb. 

Assim, a forca sobre a carga i c dada por 



onde a soma e estendida a todas as demais cargas. 



(2.4.1) 




^ 

+q d d 

Figura 2.4 For?as sobre carga q ' 



Example) I 

Duas cartas puntifor.nes, + q e - q, estao 
situadas no vacuo, separadas por uma dis- 
tdncia 2d. Com que forca atuam sobre uma 
terceira carga q ' , sltuada sobre a media- 
Iriz do segmenlo que liga as duas cargas, 
a uma distdncia D do ponto medio deste 
segmento? (Fig. 2.4) 
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Supondo que q e q ' tenham o mesmo sinal, as forcas F, e F> cxercidas sobrc 
f respectivamente por + q c -q tern a mcsnia magnitude e as orientacoes indicadas na 
fig. 2.4. A forca rcsultante F tcm magnitude 

|F| = 2|F,|cos9 = 2 |F, \d/r 
Usando a lei de Coulomb, obtemos finalmente 

Id - 1* d _ n' d 

A forca 6 paralela ao segmento que unc as duas cargas e aponta para - q. Sc q ' tern sinal 
oposto a q, o sentido de F e o oposto. 



Empregando o prinefpio de supcrposicao, podemos passar da desericao em tcrmos 
de cargas puntifomies a desericao macroscopica em termos de cargas distribufdas sobrc 
volumes. Se subdividimos urn volume v em por^ocs Avj sutlcientemcnte pequenas para 
que a carga Aq, em cada uma delas possa ser tratada como puntiformc, teremos 

&qj = pjAvj 

ondc p ; e a densidade de carga (carga por unidade de volume) na por?ao A15. 

Passando ao limite em que se i'az Av; tender para zero, uma soma como a da 
(2.4.1) tende a uma integral de volume: 

X, ' •) = X Av J P/' ' ') -4 *<-) = J *p(-) (2.4.2) 

J J V V 

ondc dv e o elcmcnto de volume, p € a densidade volumeirica de carga, que pode variar 
de ponto a ponlo no interior do volume v e OS parcntcscs indicant o rcsto da cxpressao, 
que tambdm deve ser transformada. Ja vimos transformacocs semelhantes no calculo de 
centros de massa e momcntos de ine>cia de distribuicocs contfnuas de massa (Ffsica 
Btisica 1, Sees. 8.4 e 12.2). 

Urn exemplo concreto de uma distribui^ao volumetrica de carga 6 a distribuicao 
de tons positivos e negatives de uma descarga eletrica num gas (tal como numa lampada 
fluorescente); mais geralmente, a distribuicao num corpo isolante carregado. 

Tambem podemos considerar, como casos limites, uma distribuicao de carga 
sobrc uma supcrficie S, com densidade superficial de carga o. 



dq = adS 



(2.4.3) 
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onde dS co elemento de superffcie (a soma se transforma numa integral de superffcie) 
e uma distribuicao de carga sobre urn fio, descrito como uma linha /, com densidade 
linear de carga X, 



dq = Xdl 



(2.4.4) 



onde rfleo elemento de linha (a soma se transforma numa integral de linha). Note que, 
em cada urn desses casos, os demais termos do integrando, indicados por (...) na (2.4.2), 
variam em geral de ponto a ponto, inclusive as direcoes de vetores. Uma integral vctorial 
reduz-sc a tres integrais escalarcs, uma para cada componente. 

Vcrcmos que a carga de urn condutor fica localizada na sua superffcie e pode scr 
descrita como uma distribuicao superficial de carga. E important lembrar que estamos 
empregando urn tratamcnto macroscopico. No nfvel microsc6pico, uma distribuicao su- 
perficial ocupa na rcalidade urn certo volume, que e tipicamente de algumas camadas 
atomicas. Entretanto, para distancias macroscopicas da superffcie (que sao muito maiores 
que a espessura da distribuicao), podemos desprezar a espessura e empregar o conccito 
idealizado de distribuicao superficial. Consideracocs analogas aplicam-se a uma distribui- 
cao linear de carga. 

Exemplo 2 

Uma carga Q estti distribuida unifonne- 

menle sobre urn anel circular vertical de 

raio p e de espessura desprezlvel. Qua I 6 

a forca exercida sobre uma carga punti- 

forme q situada sobre o eixo horizontal 

que passu pelo ccntro do anel, a uma dis- 

Figura 2.5 Forca de urn anel carregado tdncia D do sen plana? 

sobre uma carga q 

A densidade linear de carga sobre o anel c 

Urn elemento de linha dl do anel que subtende urn angulo </$ no scu centra (fig. 2.5), 
onde <}> e o angulo azimutal no piano do anel, teni uma carga dQ = \ dl = X p d(f c 
cxerce uma forca dF sobre a carga q, cujo modulo e dado por (supondo q c Q de mesmo 
sinal) 

qdQ hipdty Qqd(s> 




|rfF| = 



4Tte 0 r" 47ie 0 r 8ti E 0 r 



Decompondo dF numa componente dF± perpendicular ao piano do anel e uma compo- 
nente paralela a este piano, vemos que, ao integrar sobre <j> , as componentcs paralelas se 
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cancelam devido a simetria (para cada elemcnto dl existe outro, simetrico em relacao ao 
cenlro, cuja contribuicao a componcnle paralela c oposta); a componente perpendicular 6 
dada por ( 9 e a colatitudc) 

|rfFj=|rfF|cosO=|dF|(D/r) 

Como todos os demais fatores sao constantes, sobra somentc a integral sobrc d§, que 6 
igual a 2 ji. Logo, a forca total e perpendicular ao piano do anel c dc magnitude 

Em particular, se a distancia D ao piano do anel e » p, podemos desprezar p 2 em 
confronto com D 2 e a forca total tern magnitude Q q/{ 4n £o D 2 ), mostrando que o anel 
se comporta, a distancias muito maiores que as suas dimensoes, como uma carga punti- 
fonne Q, conformc scria de espcrar. Para D = 0, a forca se anula por simetria: elementos 
ide carga diametralmcnte opostos exercem forcas de mesmo mddulo e sentidos contrarios. 

2.5 A carga elementar 

O conceito de uma distribuicao contmua de carga sugcrc que a carga eldtrica, 
como a massa, pode variar continuamcnte. Isso nao c verdade. Existe na natureza urn 
valor mmimo e da carga: a carga do eletron 6—eeado prdton + e. O valor de e 6 
extrcmamente pequeno na cscala macroscopica: 

e = 1.602 177 xl(T 19 C (2.5.1) 

Isso significa que, quando temos num fio uma corrcnte de 1 ampere, a carga total que 
itravessa sua secgao transversal por segundo equivale a carga de 6,24 x 10 18 citrons, o 
que ilustra bcm o valor microscopico de e . 

Vimos no curso de Mecanica* como Millikan demonstrou a existencia da carga 
elementar em suas expcriencias com goti'culas de oleo. As goti'culas eram borrifaaas 
(elctrizando-se por atrito) no espaco entre duas placas e eram iluminadas, o que permitia 
obscrva-las pela luz cspalhada. Com as placas descarregadas, uma goticula cai, atingindo 
ima vclocidadc terminal uniformc quando a resistcncia do ar equilibra seu peso (conigido 
lo empuxo do ar). 

Com as placas carregadas, a forca eletrostatica exercida por elas permitia equili- 
brar a forca gravitational, mantendo a goticula suspensa. A comparacao de resultados 
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oblidos nas duas situacocs permitia medir a carga da goticula. Os valorcs obtidos erani 
sempre multiplos inteiros (em gcra! pequenos) dc e. Tambem era possi'vel produzir va- 
riances de carga numa gotfcula, usando urn agente ionizanie, tal como uma fontc radio- 
ativa. As variacocs observadas tambem cram sempre multiplas inlciras de e. Diz-sc que 
a carga e quant izada em unidades da carga elemenlar e. 

Todas as partfculas chamadas elcmentares carrcgadas observadas ale hoje tern cargas 
que sao multiplos inteiros pequenos dc e, cm geral ±e. Sabe-se que a carga do proton 6 
igual e contraria a do eletron com erro relativo inferior a uma parte em lflr , o que indica 
com que grau de precisao sc vcrifica a neulralidade da materia (veja o im'cio da Sec. 2.1). 

Segundo o modclo dos quarks, essas partfculas teriam cargas -e/3 (quark d) e 
+ 2c/3 (quark »); « proton, por cxcmplo, seria formado por dois quarks it c urn quark 
d, com carga resultante + e. Entretanto, isso nao contradiz a quantizacao da carga, pois 
os quarks nao sao observados como partfculas livres: todas as tentalivas nas ultimas duas 
decadas para observar quarks livres foram inliuti'feras: diz-se que cstao sempre conjhiados. 

Por que razao a carga eldtrica 6 quantizada? Ate hoje, ningudm sabc. 



PROBLEMAS 

1. Mostre que a razao da atracao clcirostdtica para a atracao graviiacional cntre um cation 
e um proton c independente da dislancia cntre eles e calcule essa razao. 

2. Cm 1 litro de hidrogenio gasoso, nas condicocs NTK (a) Qual c a carga positiva total 
contida nas moleculas e ncutralizada pclos eldtrons? (b) Suponha que toda a carga positiva pudessc 
ser scparada da negativa e mantida a dislancia de Im dcla. Tratando as duas cargas como pimii- 
formcs, calcule a forga dc atracao cletrostatica cntre clas, em kgf. (c) Compare o rcsultado com 
uma estimativa da atracao gravitational da Terra sobrc o Pao de Acikar. 

3. O mcxlelo de Bohr para o atomo de hidlOgSnio pode ser comparado ao sistema Tcrra- 
Lua, cm que o papel da Terra c desempenhado pclo proton e o da Lua pelo eletron, a atracao 
graviiacional sendo substituida pcla cletrostatica. A distancia media cntre o eletron c o proton no 
dtomo 6 da ordem de 0,5 A. (a) Admitindo esse modclo, qual scria a i'reqiiencia dc revolucao do 
eletron em torno do proton? Comparc-a com a freqiiencia da luz visfvel, (b) Qual scria a velocidade 
do eletron na sua orbita? E consistente usar a cletrostatica nessc caso? E consistente usar a mcca- 
nica nao-relativi'stica? 

4. Uma carga negativa fica em equililirio quando colocada no ponto medio do segmcnto 
de reta que unc duas cargas positivas idenlicas. Moslre que essa posicao dc equilfbrio c eslavel 
para pequenos deslocamentos da carga negativa cm direcoes perpcndiculares ao scgmenlo, mas 
que 6 instavel para pequenos deslocamentos ao longo dele. 
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q q 



6. Cargas q, 2q e ?>q sao colocadas 
■os vertices de lira triangulo cquilatcro dc 
hdo a (fig.). Uma carga Q de mesmo sinal 
que as outras trcs c colocada no centro do 
■riangulo. Obienha a forca resultaiitc sobre Q 
(em modulo, direcao e sentido). 




8. Urn fio retilfneo muito longo (tra- 
•e-o como innniio) esla eleirizado com uma 
densidade linear de carga K. Calcule a forca 
com que arua sobre uma carga puntiforme q 
colocada a dislancia p do fio. Sugcstuo: tome 
a origem em O (fig.) c o fio como eixo z. 
Exprima a contribuicao de urn elemento elz do 
fio a distancia z da origem em funcao do an- 
fjlo 0 da figura. Use argumentos dc simctria. 



5. Duas esfcrinhas identicas dc massa in cstao 
carregadas com carga q e suspensas por fios 
isolantcs dc comprimcnto /. O angulo de aber- 
tura restiliante e 2 8 (fig.), (a) Mostre que 

<7 2 cosO= \ 6kEqI 2 mgsen y Q 

(b) Se m = 1 g, / = 20 cm e 9 = 30°, qual 6 
o valor de q? 




3q q 



7. Uma carga Q c distribufda uniformcmcnte 
sobre urn fio semicircular de raio a. Calcule 
a forca com que atua sobre uma carga de sinal 
oposto - q colocada no centro (fig.). 




9. Uma parti'cula esta a uma di stand a dc 
massa m c carga negativa - q esta vinculada 
a movcr-se sohre a mediatriz do segmento 
que liga duas cargas positivas + £>, sepa- 
radas por uma distancia d (fig.)- 
Inicialmentc, a parti'cula y « d do centro 
dcsse segmcnlo. Mosire que ela cxecuta urn 
moviniento harmonico simples em torno do 
ceniro, e calculc a frequencia angular co de 
oscilacfio. 



3 

O CAMPO 
ELETRICO 

Analogamenie ao que I'oi l'eito no caso gravitational, vamos introdu/.ir noste 
capi'tulo o campo eletrico, urn conceito cuja importSncia sc tornara" pariicularmcntc 
visfvel quando passarmos da eletrostdtica ao estudo da clctrodinSmica. em que sc ad- 
mitem variacOes com o tempo. 

3.1 Campo eletrico 

Pelo princi'pio dc supcrposicao, a forca sobre uma carga puntiforme q„ dcvida a 
sua intcracao eleuostanca com outras cargas puntiformcs fixas em posi^oes predetermi- 
nadas, 6 proporcional a q„ e pode ser escrita como [veja a (2.4.1)] 

(3.1.1) 

ondc 

*~^M h (3 ' l • 2, 

Podemos entao pcnsar nas demais cargas como 'fontcs' do campo eletrico E„ que 6 
"sentido' pela carga e/, atravds da for?a F, dada pela (3.1.1); o campo rcprcscnia assim a 
'for?a por unidadc de carga' atuando sobre q, na posicao ondc esta colocada. Analoga- 
menie, no Exemplo 2 da Sec. 2.4, o campo eletrico produzido pelo anel carregado na 
posicao da carga q seria dado por E = F±/q. A unidade de campo eletrico € o N/C. 

A carga q, nesse exemplo, atua como corpo de prova para medir o valor do 
campo criado pelas demais cargas: a ideia basica e que uma distribuicdo de cargas no 
espaco vazio (vacuo) afeta lodos os ponlos do espago, produzindo em cada ton deles um 
valor do campo eletrico, e a carga de prova revela a existencia deste campo pela forca 
rteta exercida. 
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Podemos visualizar a detecao do campo num ponto, imaginando colocar ncstc 
ponto uma pcqucna parti'cula cancgada suspensa por um fio isolante (pcndulo eletrosta- 
tico). Supondo desprezfveis a massa de partfcula e do Ho, a for^a eletrostatica sobre a 
partfcula seria equilibrada pela tensao do fio, cuja magnitude, dividida pela carga, daria 
a magnitude do campo; a dircsao c oricntacao do fio dariain a dirccao c o scntido do 
campo. 

Entrctanto, ha um cuidr.do importante a tomar. A carga de prova tambcm cria o 
seu proprio campo eletrico e pode assim perturbar a distribuicao das demais cargas, 
modificando o campo que se deseja medir. Um excmplo disso e o efeito de inducao 
e!elrostdtica disculido na Scq. 2.2. Para minimizar cssa pcrturbacao, deve-sc tomar o valor 
da carga de prova tao pequeno quanto possfvcl. 

Poderfamos pensar em definir E, 'rigorosamentc', pclo lim(F/#) quando q tende 
a zero. Eritretanto, como viraos na Sec. 2.5, isso nao seria possfvel, pois q nao pock- ser 
mcnor que a carga elementar e. Como estaremos lidando cm gcral com campos macros- 
cdpicos, produzidos por distribuicoes de cargas muitas ordens de grandeza maiores que 
e, isso nao co:istituira um problema. 

Ja vimos na Hidrcui.iamica outro excmplo de um campo vetorial, o campo de 
velocidadcs no interior de um fluido em movimento. Vimos tambdm como se pode vi- 
sualizii-lo num dado instante, introduzindo no fluido parlfculas de corante e fotografan- 
do-as, com tempo de exposicao suficientemenle curto: o tra?o descrito por cada partfcula 
de corante durante o tempo de exposicao da uma idcia do campo de velocidadcs no fluido. 

No caso hidrodinamico, o campo tern uma interpretayao bastante concreta em 
tcrmos do movimc.ito de parti'cclas do fluido. O que significa, porcm, um campo eletrico 
no vdcuo? Historicamente, houve imimcras tentativas de interpretar o vacuo como analogo 
a um meio elastico (era chamado de "cter"), e o campo eletrico como uma modificayao 
destc mcic, analoga a uma tensao num meio elastico. Entrctanto, tais tentativas fracassa- 
ram, conferme sera discutido no vol. 4 deste curso. 

Por que cntao introduzir um campo vetorial aparentemente abstrato no espaco 
vazio? Nr. elctrostatica, isso parece apenas uma descrifao alternativa mais complicada das 
intera^oes entre cargas. Em lugar de trala-las pela lei de Coulomb, decompomos o pro- 
ccsso cm duas partes: a criac;ao de um campo, num ponto do vacuo, por uma configuracao 
de cargas, c a atuac5o destc campo sobre uma outra carga eolocada ncstc ponto. A 
intcracao entre cargas passa a scr medicaid pclo campo, mas o resullado e equivalente. 

Suponhamos, porcm, que a silua^ao nao scja mais estatica: por exemplo, que uma 
das cargas comecc a se mover cm rela^ao as outras. Que acontece com a intcracao? 

A lei de Coulomb, como a lei da gravila^ao, parece sugerir a ideia de agao a 
distdncia entre parti'culas. Nesse casO, pensan'amos que os efeitos do movimento de uma 
das cargas seriam sentidos instantaneamente por todas as outras. 



3.2 Calculo do campo 
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Entretanto, se concebcrmos a interacao como scndo mcdiada pclo campo, que a 
•ransmite atraves do vacuo, o proccsso de transmissao pode ocorrer com velocidade finita, 
tausando uma retardagao nos efcitos do movimento da carga sobre as demais: elas s6 
zrntirao esses efeilos apos urn inlcrvalo de tempo suficientc para a propagacao, intervalo 
lamo maior quanto mais dislantes cstejam da carga que se moveu. 

0 propria Newton considerava inadmissivcl a ideia da acao a distancia. Referin- 
do-se a gravitacao, r.uma carta a Bcntley cscrita em 1693, clc disse: 

"... que urn corpo possa atuar sobre outro a distancia atraves do vacuo, scm 
qualqucr agentc intermediario que possa transmitir esta acao de urn ao outro, parcce-me 
km absurdo tao grande, que nao acrcdito que qualqucr tessoa compctcnte para raciocinar 
■cm termos de filosofia natural possa acreditar nisso." 

Vcmos portanto que difcrencas cntre o ponto de vista da acao a distancia e o 
ponto dc vista do campo devcrao aparecer quando houver variacoes da distribuicao de 
Icargas com o tempo. As equacdes de Maxwell, que cstudarcmos no final do curso, levam 
a uma velocidade Jinita de propagacao das intercedes cletromagneticas no vacuo, que e 
a velocidade da luz. 

Uma demonstracao eloquente dos cfeitos da retardacao pode ser sentida durante 
os contatos entrc os astronautas na Lua e a base terrestre. A transmissao dos sinais e.a 
eletromagnetica, levando a interacoes entrc cargas c correntcs da antena transmissora e 
Wa antena receptora. Quern acompanhou os contatos pela televisao perccbia uma demora 
da ordem de 2 segundos cntre pcrguntas da base c a recepcao das rcspostas da Lua. A 
distancia Terra-Lua e da ordem de 1 segundo-luz. 

Vamos introduzir a descricao cm termos de campo ja na cletrostatica, o que scrvira 
como preparacao para utiliza-la no tratamcnto dc todos os fenomcnos elctromagncticos. 

3.2 Cdlculo do campo 

Segundo a (3.1.2), o campo cletrico E produzido por uma distribuicao de cargas 
puntiformcs qi , q, , . . . q N num ponto P 6 dado pela soma veloiial 




BE _LfjL 



(3.2.1) 



Figura 3.1 Campo de uma distribuicao 
de cargas puntiformes num ponto P. 



onde /•, 6 a distancia da carga q, ao ponto 
P c r, 6 o vetor unitatio da direcao que 
liga a carga a este ponto, apontando (fig. 
3.1) no scntido da carga para P (se cji 6 
negativo, o campo devido a q, aponta cm 
sentido oposto). Se tomarmos a origem 
das coordenadas num ponto O, sendo x o 
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vetor de posicao de P e x, o da carga q„ teremos (fig.3.1), com, I x - x, I 

x - x, 



= r, 



(3.2.2) 



Exemplo 1 

Uma carga puntiforme - q estd localizada no ponio (0,0, -d) de urn sistema de 
coordenadas cartesianas, e ouira + q, no ponlo de coordenadas (0,0, d). Qual e o campo 
man ponto (x.y.z)? 

Idcntificando q i com a carga -q e q 2 com a carga + q, e denotando por (i j,k) 
os vetores unitdrios dos tres eixos, vcm 

x-x, =.vi + >-j+(z + </)k, x-x 2 = xi + y} + (z-d)k 



c as (3.2.1) e (3.2.2) dao 



r 



i 



i 



(jri+yj) 



(z-d) 



Em particular, no piano 2 = 0, num ponto a distancia p = (» + y ) da origan, 
obtemos 



E(.r,>-.0) = - 



47te„(p 2 +c/ 2 )" 



3/T k 



onde p = 2qd chama-se momenta de dipolo eletrko do par de cargas, conceito que vol- 
tarcmos a discutir mais adiante. Esse resultado e equivalente ao obtido no Exemplo 1 da 
Sec. 2.4 (verifique!). 

Por outro lado, num ponto (0,0^), com z> d (acima da carga positiva), rcsulta 



E(0,0.z)=- 



pz 



2nz 0 (z 2 -d 2 ) 

Qual € o valor do campo na origem? (cuidado com os sinais!) 
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Se tivermos uma distribuicao conti'nua de cargas, a somattfria (3.2.1) e substitui'da 
por uma integral: 




r- 1 f f , 1 f r 



4K£ 0 



ondc [cf.(3.2.2)] 
r = x - x', 



(3.2.3) 



(3.2.4) 



e x c o velor de posicao do ponto P onde 
se calcula o campo, x' o velor de posicao 
do elemenlo de carga dq cuja contribui- 
cao se esta calculando (fig. 3.3). As va- 
riavcis de integracao sao as coordcnadas 
de x'. 

Se a distribuicao de carga 6 tridimensio- 
nal, temos dq = p dv, onde pea den- 
e volumdtrica de carga e dv o elemenlo de volume; se 6 uma distribuicao superficial 
linear, emprcgamos as (2.4.3) ou (2.4.4), respeclivamcnte. 



Figura 3.3 Campo de uma distribuicao 
conti'nua de cargas num ponto P 




Figura 3.4 Campo de urn disco circular 

I 2npdpoD 



Exemplo 2 
Urn disco circular horizontal de raio a 
estd uniformemente carregado com den- 
sidade superficial de carga rj. Qual e" o 
campo num ponto do eixo vertical que 
atravessa o disco em seu cenlro, a uma 
distdncia D do centro? 

Conforme ilustra a fig. 3.4, pode- 
mos pcnsar no disco como subdividido 
em ancis de largura infinitesimal dp e 
raio p variando de 0 a a. A carga de urn 
anel e 2k o p dp e o campo dE que cle 
cria no ponto P e dado pelo resullado do 
Exemplo 2 da Sec. 2.4, ou seja, 6 vertical 
e de magnitude 

oDpdp 



If** 

47ie 0 (p 2 +Z> 2 ) 2eo(p 2 + D 



Como todas as contributes tern a mesma direcao. basta intcgrar essa expressao em 
rela^ao a p desde 0 ate a para obter o rcsultado final: 
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o^p pap 2 2 



1/2 



p" + fl- 



it* 



1- 



1/2 



O campo e vertical c aponta em direcao ao disco seoe negalivo. cm scntido oposto seae 
positivo (como foi suposto acima e na fig. 2.4). 

O exemplo 2 permite obter. como caso limite, um resultado importante. Se fizer- 
mos a tender a », obtemos o campo eletrico produzido por um piano infinite tmiforme- 
mente carregado com densidade superficial de carga a: 

. . id 

|E|=J-L (3.2.5) 

O campo e perpendicular ao piano e aponta em direcao a ele se o < 0. c em sentido opos- 
to para a > 0. Tcmos portanto 

E = ± — z (+ para % > 0. - para z < 0) (3 2 6) 

onde z 6 o vetor unitario do eixo -. tornado perpendicular ao piano. 

O resultado oblido no hxcmplo 2 ja se reduz a (3.26). com muito boa aproximai;ao. 
desde que seja D « a (vcrifique!). Logo, se P. o ponto de vbservacao do campo. csta a uma 
distancia das bordas muito maior do que a distancia ao disco, o campo delcctado em P e pra- 
ticamente o mcsmo que seria produzido por um piano infinite unilormemente carregado. E 
nesse scntido que devemos pensar em limites como a —> oc . 

Vcmos tambem pela (3.2.6) que. ao atravessar o piano, o campo eletrico sol re 
uma descontinuidade. cuja magnitude eo/c 0 . Isso resulta dc term OS ideali/.ado a camada 
plana de carga como tendo cspessura zero. Para uma camada de espessura finite homogc- 
neamente carregada. o campo variaria continuamcntc entre os valores extremos dentro da 
camada. 

3.3 Linhas de f orca 

Sabemos que existc um campo eletrico numa regiao do espaco quando uma carga 
de prova colocada nesse ponto detecta a existencia dc uma torca. Sera possi'vel visualizar 
de Ibmia mais concreta o campo eletrico? 

Para o campo magnetico de um ima pcrmanente. que discutircmos mais tarde. e 
familiar como toma-lo visi'vel usando limalha de ferro. que tende a alinhar-se na direcao 
do campo em cada ponto. concentrando-se tambem mais nas regioes onde o campo e mais 
intense As curvas ao longo das quais a limalha se alinha sao linhas de forca do campo. 

Uma linha de lbrca e definida como uma cun a tangenle em aula ponlv a direcao do 
campo neste ponto. Assim, dada uma linha de forca, podemos determinar imediatamente 
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a direcdo do campo cm cada am dos scus ponios, basiando tracer a tangente a curva, e 
podemos tambcm obtcr o sentido do campo, indicando uma oricntacao sobre cada linha. 

Assim, por exemplo, para uma carga puntiforme, o campo eletrico tcm a dirccao 
ndial, apontando para fora sc a carga e positiva c para dcntro sc c ncgaliva. O aspecto 
das linhas de forca correspondentes esta indicado na fig. 3.5. Em ambos os casos, nao sc 
deve esquecer que o campo e tridimensional, tendo simetria de revolucao em torno dc 
qualqucr cixo que passa pela carga. 

No Exemplo 1 da secao anterior, em que sc tern duas cargas puntiformes opostas, 
vimos que o campo no piano z = 0 6 vertical. Na vizinhan^a imcdiata de cada uma das 
cargas. o campo deve ser dominado por essa carga c as linhas dc for^a devem asseme- 
fcr-se as da fig. 3.5 (a) ou (b), o que da uma idcia qualitativa do aspecto dessas linhas, 
que estao represenladas na fig. 3.6. 





Figura 3.5 Linhas de forca para uma carga 
puntiforme (a) positiva; (b) negativa 




Figura 3.6 Linhas de forca para urn par de 
cargas puntiformes iguais e opostas 



Ncsse caso, cxistc simetria axial em torno do cixo z, dc forma que devemos imaginar o 
resultado da rotacao dessa figura em torno do eixo que liga as duas cargas. 

Para um piano uniformemente carregado, com o campo dado pela (3.2.6), o 
aspecto das linhas de forca esta representado na tig. 3.7. O campo c unifonne acima e 

abaixo do piano (linhas de forca paralelas 
c igualmcnte espacadas), mas tern senti- 
dos opostos nos dois semi-espacos, com 
uma descontinuidade ao atravessar o pia- 
no, no qual nascem todas as linhas de for- 
9a, a partir das cargas. 

E muito importante rcconhccer os ele- 
mentos de simetria de um problema, pois 
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Figura 3.7 Linhas de forca para piano 
uniformemente carregado 



isto permite prever a simetria das linhas de forca. Na fig. 3.7, temos simetria plana, c as 
linhas de forca tern de ser pcrpendiculares ao piano. Na fig. 3.5, ha simetria esferica, e 
as linhas de forca tern de ser radiais. 
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Figura 3.8 Fio cilindrico 
uniformemente carregado 



Para urn fio cilindrico infinite uniforme- 
mente carregado (fig. 3.8), temos sime- 
tria axial (cih'ndrica), e as linhas de forca 
sao radiais cm pianos perpendiculares 
ao fio, ou seja, tern a direcao do vetor 
unitario p em coordenadas cilfndricas 
(P,<t>,z). 

Embora ajude a visualizar o campo, a 
representacao por linhas de forca tern li- 
mitacoes: da a direcao e o senlido do 
campo em cada ponto, mas nao a sua 



magnitude. Entretanio, c possfvel dar uma ideia tambem da magnitude convencionando-se 
que ela € inversamcnic proporcional 33 espacamento das linhas de forca, o que foi teilo 
nos exemplos acima. 

Duas linhas de forca nao podem se cruzar, porque a direcao do campo E (suposio 
*■ 0) num ponto de intcrscccao deixaria de ser unica. Linhas de forca nao sdo trajetorias 
de particulas carregadas soltas em rcpouso no campo: dao s6, ncste caso, a direcao initial 
do movimcnto. Para particulas jd em movimcnto, a direcao da forca num ponto da trajc- 
t6ria nao coincide, em geral, com a direcao da trajctona. 



3.4 Fluxo e lei de Gauss 

Vimos no curso de hidrodinamica o conccito de fluxo ou vazdo de urn fluido 
atrav6s de uma superfi'cie. No cntorno de urn ponto do fluido onde a vclocidade 6 v, o 




Figura 3.9 Volume de fluido que 
atravessa A S durante df 



A 




Figura 3.10 Superfi'cie fechada S 
com normal externa n 



volume de fluido que atravessa urn elcmento de superfi'cie A5 (cuja normal tern a direcao 
n) durante um intervalo de tempo dteo volume dv (fig. 3.9) contido num cilindro de 
base A5 e geratriz v di (altura v • n dr ), ou seja: 
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</v = (v n dr)AS 



O volume de fluido por unidade de tempo que se escoa atraves de AS {fluxo, vazao) e en- 
tao 

vnAS 

Em particular, se o fluido c incomprcssi'vel. e se S e uma superffcie fechada dentro da 
nao ha fontes nem sorvedouros de fluido, c n e o vcrsor da normal externa a S 
(fig.3.10). 



s 



vndS = 0 



(3.4.1) 



code | significa integral estendida a toda a superffcie fechada .V. Isso eqiiivale a dizer que 
Dlume de fluido que sai atraves de S e igual ao que entra. 

Por analogia com a hidrodinamica. chama-se fluxo do campo elclrico atraves de 
mm elemento de superffcie AS (cujo versor da normal e n ) a grandc/a \<l> definida por 



\'l> = E • n AS = |E| cos 0 AS (3.4.2) 

onde 0 c o angulo entre Een (fig, 3. 1 1 ). 
I >i'\ e se nolar que: 

(i) o elemento de superffcie e orientado, 
OU seja, sua normal n tern um sentido 
prefcrencial. 

(ii) A<D 6 X) ou < 0 conforme 6 seja 
igudo ou obtuso. Assim, na (3.4.1). contribuicoes positivas c negativas se cancclam. 
nn A unidade de fluxo e IN • m 2 /C . 

Fluxo devido a uma cargo puntiforme 

Para uma carga q puntiforme situada num 
ponto O, o campo E num ponto P de um 
elemento de superffcie A 5 e dado por 




Figura 3.11 Fluxo atraves de A S 




E(P) = 



(3.4.3) 



47te„ r 2 

onde f-r/reo versor de OP (Fig. 3.12). 
O fluxo atraves de A S e entao dado por 



q AS cos9 



Figura 3.12 Fluxo devido a q 



onde cos 0 = f • n . 



(3.4.4) 
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Digressao sobre angulo sdlido 
A expressao que aparece na (3.4.4) 

(3.4.5) 



AS cos 0 



e o que se chama urn elemento de angulo sdlido. Trata-se de uma extcnsao do conccito 
de angulo piano exprcsso em radianos, cujas propriedadcs vamos discutir agora. 

' Num piano, o angulo A$ (em radianos) sublcndido por urn elemento de arco 
orien.ado Al em rclacao a urn ponto O, situado a distancia r de A/, e o mcsmo que aquele 
associado ao arco de c.'rculo Av com ccntro em O, de raio r. compreendido entre as 
mesmas dirccdes (fig. 3.13), ou scja, 

A<t> = As//=A/cosO//- < 3A6) 





Figura 3.13 Compara?ao entre urn angulo piano A* (radanos) e urn angulo solido Ail (esterradianos). 

que pode scr positive ou negative, conforme a oricnta S ao do arco. Note-sc que A<> e 
o arco de urn circulo de raio uniidrio compreendido entre essas dire?ocs: As 6 propor-| 
cional a r. 

Analogamente, no espaco, o angulo sdlido A£l subtendido por urn elemento del 
superficie orientado AS, com normal n, cm relacao a urn ponto O. situado a distancia r 
dc A5, c o mcsmo que para AS, area corrcspondente da esfcra de raio r compreendida 
dentro do mcsmo cone dc dire^Oes (fig. 3.13). Tcmos 



AS = A5cos9 = A5(n • f) 



(3.4.7) 



onde n" c Psao as normals a AS e AS, rcspectivamcnte, que cresccm como r 2 . Definimos 
assim 



AQ= AS/;- 2 =AScosO/r 2 



(3.4.8) 
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e sc mede em esterradianos, e pode scr positivo ou ncgativo conforme 9 seja agudo 
btuso (o sinal muda com a orientacao de n ). Note-se que I AQ I e" tambcm a drea de 
»a esfera unitdria comprccndida dentro do mesmo cone. 



u ol 




W (b) 
Figura 3.14 Angulo solido subtendido por uma superficie fechada S vista de urn ponto 0: (a) inlerno; (b) externo 

Seja S uma superficie fechada, oricnlada em cada ponto (segundo a normal ex- 
na n ). 

Tcmos cntao. sc O e urn ponto inlerno a S [fig. 3.14 (a)], c j reprcscnta a integral 
bre a superficie 5 fechada. s 



n = ^dn=4n (O inlerno) 

s esta e a area de uma superficie esferica de raio r = I. 

Por outro lado, sc O 6 urn ponto externa a S [fig. 3.14 (b)|. 



(3.4.9) 



</Q = 0 (O externo) 



(3.4.10) 



bois ncste caso hd duas intcrseccScs e elcmentos correspondentes dclas dao conlribui56cs 
Ue mesmo m6dulo e sinais conlrarios ( n' = - n ) . 

Esses resullados sobre pontes intcrnos e cxternos continuam valendo quando ha 
fcais clc duas intcrscccws. como mostra a fig. 3.15 (contribuicoes adicionais cm numcro 
bar se cancclam). 





(a) (b ) 
Figura 3.15 (a) Numero par de intersects. £2 = 0; (b) Numero impar de intersec?6es, n = 4 ft 
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O elemento dc area dS sobre uma esfcra 
de raio /-. cm coordenadas esfericas (fig. 
3.16). c o produlo dos arcos 

PP, (= / de) x (= r sen 0d<])) 
0 que da 

dS = r sen0d0d<t> 



dd a dS / r = sen 0 d0 d<{> (3 4 ] j , 

Figura 3.16 Elemento de area em coordenadas esfericas 

Essa expressao e importante em grande numero de aplicacoes. Vamos usa-la. a tf- 
lulo de exemplo. para calcular o angulo sulido subtendido pelo cfrculo equatorial da esfe- 
ra da tig. 3.16 com centro em O, . de rait) p. a dislancia OO, = z do cenlro O. Para isso, 
basta inlegrar a expressao (3.4.1 1 ) sobre o dominio de variacao das coordenadas esfericas 
ao longo desse ci'rculo: 




n=j 2 *d tf*senffdff = 2n [-cosG']" 



0 que da 

n= 2;r(l - COS0) 
ou scja. usando 0 triangulo ()(), P da fig 3.16. 



1-- 



/ 2 ! \" J 



(3.4.12) 



(3.4.13) 



Comparando essa expressao com 0 resultado obtido no Ex. 2, Seq. 3.2, vemos que aqucle 
rcsultado (com D \ p e a \ Z) corresponde a (Q = angulo solido subtendido pelo disco 
em P) 

a 



IM 2e„ 2n 4ne„ 



(3.4.14) 



A razao e simples. Na contribuicSo para o campo de urn anel de largura infinitesima (figs. 
3.4, 2.5), basta considerar. por simetria. a componente perpendicular, dada por (fig. 2.5) 



|dE,| = IdElcosB = 



adScosQ 



4ne 0 r 2 4KC,, 

Em particular, para urn piano infinito. tem-se £2 = 2 ;t acima do piano. H = - 2 n abaixo 
dele, o que leva a (3.2.6). 



3.5 Aplicd$6es da lei de Gauss 
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Terminada essa digressao sobre o conceito de angulo solido, vollcmos a cxpres- 
sao (3.4.4) para o fluxo do campo dc uma carga q puntiforme atravds de urn clcmento 
de superffcie dS orientado com normal n . Vemos pcla (3.4.4) que esse fluxo e 



d<t> = 



4jie 0 



■tin 



(3.4.15) 



onde (ifleo angulo s61ido sublendido por dS, vislo da posicao da carga. O fluxo d> 5 
■rave's de uma superffcie S fechada dc normal cxlema n c enlao, pelas (3.4.9) c (3.4.10), 



4J16| 



I dQ = I C ' / E ° SC ' ° Stii (ic ""'° dc S 
™- 1 ~\ 0 SC g csta fora dc 5 



0 "5 



(3.4.16) 



Todos esses rcsultados valcm para o campo dc uma carga cj puntiforme. 

Como qualquer distribuicao de cargas podc ser decomposta em clcmentos de 
carga assimilaveis a cargas puntiformes, e o campo resultantc, pelo princi'pio de supcipo- 
si?ao, e a soma dos campos de todos esses elementos, resulta cntao a lei de Gauss: 



onde 



dS = ndS 



(3.4.17) 



(3.4.18) 




Figura 3.17 SuperficiS fechada S, com volume V 
interno e elemento de superfine orientado dS 



e o zlzmento de superffcie orientado as- 
sociado a normal externa n a superffcie 
fechada S, e Q e a cargo total contida 
dentro do volume V interno a supcrfi'cie 
S (fig. 3.17). Daqui por diante, adotare- 
mos semprc a abrcviacao (3.4.18). 

Vemos assim que 6 possfvel dc- 
tcctar a prcsen^a dc carga dentro de uma 
superffcie fechada pelo fluxo do campo 
elctrico atraves desta superffcie. da mes- 



ma forma que se pode detector a prcsenca dc fontes (ou sorvedouros) de fluido dentro de 
uma superffcie fechada medindo a vazffo total do fluido atravds dela. 

Dizcmos assim que as cargas sdo as fontes do campo eletrostdtico. 

3.5 Aplicacoes da lei de Gauss 

A lei de Gauss permite simplillcar grandemcntc 0 calculo do campo eletrostdtico 
de uma distribuicao de cargas. Para isso, entretanto, e essential que a cistribuicao tenha 
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elementos de simetria (plana, axial, esferica...), dc tal forma que se possa cxprimir o fluxo 
total atraves de uma superficie gaussiana fechada, judiciosamcnte escolhida para apro- 
veitar a simetria, em tcrmos da magnitude do campo, a mesma em qualquer ponto desta 
superfi'cic. Vcjamos excmplos disso. 

Piano uniformemente carregado 
Neslc caso, temos simetria cm relacao ao 
piano, e ja" vimos (SC9. 3.3) que 0 campo 
6 unilormc acima c abaixo do piano, mas 
com sentidos opostos (Fig. 3.18): 

E t = E t z = -E. 

Tomando para supcrfi'cie gaussiana o pa- 
ralclcpfpedo da figura, com bases de area 
A, s6 ha fluxo atraves das bases, e vem 




Figura 3.18 Superficie gaussiana S para um 
piano uniformemente carregado 

onde 06a dcnsidade superficial de carga, o que da 

E ± = ±o/(2Eo)z 

o mesmo rcsultado da (3.2.6). 
zt P J 



O s = 2E.A = Q/E 0 =oA/E 0 



(3.5.1) 







+ 










+ 










+ 






1 


\ 


+ , 


y ■ - 


_--»" • 


\ 

\ 










s 


• 


+ 
+ 

+ 

















Fio ciluidrico, carga uniforme 
Vimos na Sec. 3.3 que, cm coordenadas 
cih'ndricas ( p , <\> , z ), o campo devc tcr a 
direcao p c, pela simetria axial, deve scr 
independente de c de z, o que da 



Az 



E = £ p (p) p 



(3.5.2) 



O campo mais gcral teria trcs componen- 
tes, cada uma delas dependentc de 
( p , <|) , z ), dc modo que a simetria leva a 
uma grandc simplificacao. 

A supcrfi'cie gaussiana adaptada 
a simetria 6 aqui um cilindro coaxial de 
raio p e altura A z (tig. 3.19), que contem 
cm scu interior a carga X Az, onde X e a densidade linear de carga sobre o fio. So cxiste 
fluxo atraves da superficie lateral, de forma que a lei de Gauss da: 

#, = 27t.pAz£ p (p) = ?.Az/e 0 



Figura 3.19 Superficie gaussiana 
S cilindrica 



3 .5 Apfca$6es da lei de Gauss 



ou scja 



E = 



2ite 0 p 
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(3.5.3) 



que cai mais Icntamcnte com a dislancia (so com a primeira potencia. em lugar do qua- 
drado). Isso se deve a termos nessc caso uma distribuicao de cargas que se cstende aid o 
infinito (fio infinito). 

Camada esferica, cargo unifurme 
Consideremos uma camada esfe- 
wica de raio a e espcssura infinitesima 
A r (fig. 3.20), com dcnsidade de carga 
p e carga total 

AQ = 4k a 2 Ar p 

Por simetria o campo e radial e so depen- 
de da coordenada esferica r, ou seja. 




E = £»f 



(3.5.4) 



Figura 3.20 Camada esferica de carga 
e superficies gaussianas Se S' 



ondc r e o vetor unitario radial. Para calcular o campo num ponto P interno a camada, 
tomamos uma superffcic gaussiana esferica concentrica S passando por P (fig. 3.20). 
Como nao ha cargas dcntro de S, a lei de Gauss da 



E(r) = 0 



(r<a) 



(3.5.5) 



Por outro lado, para urn ponto P ' extemo. a superficie gaussi;uia c uma esfcra concentrica S ' 
que passa por P ' e content toda a carga A Q da camada, de forma que a lei de Gauss dd 



0, 



4ti r 2 E,(r) = AQ / e 0 = 4n a 1 p Ar / e 0 



ou scja 



E(r) = 



AQ 



4rtE n r' 



f = ^| Arr 



(3.5.6) 



Assim, o campo extcrno a camada 6 o mesmo que sc toda a carga da esfcra estivcsse 
conccntrada no seu centra. 

Esses resultados. mostrando que uma camada esferica uniforme nao produz cam- 
po em seu interior, e que atua em pontos extcrnos como sc sua carga estivesse toda 
concentrada em seu centra, sao inteiramente analogos aos obtidos por Newton para o 
campo gravitacional (Fi's. Bas. 1, Sec. 10.9) 
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o 



campo eletnco 




Por que o campo e nulo dcntro da cama- 
da? Urn clcmento dc supcrfi'cie AS,, da 
caniada a distancia n do ponto intcrno P 
(fig. 3.21) contem uma carga p ASi Ar e 
gcra em P um campo de magnitude 

pAr AS, pAr 



AE, = 



4ti£, 



■AQ 



4m 0 { ,.f 

onde Afleo angulo solido subtendido 
por AS, cm P. 

O angulo solido "oposto pelo vertice" corta a camada scgundo AS 2 , que da" uma 
contribuicao dc scntido oposto (fig. 3.21) e magnitude 



Figura 3.21 Cancelamenlo entre as 
contributes de ASi e AS 2 



pAr AS, _ pAi 



r ^ =-F^AQ= AE, 
2 4rce 0 [ r2 ) 2 4ne 0 



Essas duas contribui?6cs sao portanto iguais e opostas, o que explica o cancelamcnto. 
Deve ser notado, porcm, que esse resultado dependc crucialmcnte do fato de que a lei de 
forces 6 como a da gravitacao, com proporcionalidade inversa ao quadrado da distancia. 
Se em lugar disso se tivesse uma lei do tipo r'" com n * 2, os campos nao seriam 
proporcionais aos Sngulos solidos, c o cancclamento dcixaria de ocorrer. 

Como qualquer distribui?ao de carga esfericamenlc simetrica pode ser imaginada 
como resultado da superposicao de camadas esfcricas dc espessuras infinitesimas, pode- 
mos agora aplicar os rcsultados acima a uma tal dislribuicao, 



p = p(r) 



(3.5.7) 



para a qual, por simetria, o campo sera da forma (3.5.4). Num ponlo a distancia r do 
centro, uma camada interna entre /•' c /•' + dr', com , ' < r, dara uma contribuicao do 
tipo (3.5.6), ou seja, 



ao passo que as camadas externas ( r ' > r ) nao contribuem. Logo, 

E r (r) = \dE r (i J ) = \ r p{r'y 2 dr' (3.5.8) 
0 EqT 0 

o mcsmo resultado que se tcria se toda a carga ate a distancia r estivessc concentrada no 
centro. 
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O teorema de Earns haw 

Um conjunto de cargas puntiformes 

c/i , qi qN , cm posicocs fixas, criam 

j um campo eletrostatico no vdcuo. Seja P 

urn pernio qualqucr. nao ocupaelo por nc- 

nhuma tiessas cargas (fig 3.22). Se colo- 

• camios em P outra carga puntiforme q, 

^ N podera ela pennanccer em equilibrio es- 

Figura 3.22 Teorema de Earnshaw uWe , nes(a pos j 9 g 0 sob a a?5o do campQ 

criado pclas demais cargas? O teorema de Earnshaw diz que isso nao aconlcce. 

Para demonstra-Io, considcrcmos as condicocs para o equilibrio eslavel de q: (i) 
a forca qE(P) sobre q em P deve anular-se, ou seja, E(P) = 0; (ii) (estabilidade do 
equilibrio) para qualquer pequeno dcslocamenlo r da carga a partir de P, a forca cones- 
pondente deve scr restauradora, ou seja, E(r) deve apontar de volla para P. Logo, ima- 
ginando uma pequena superffcie gaussiana 5 esfcrica dc raio /• com centra em P (fig. 
3.22), a componente normal do campo E r (r) deve scr < 0, o que da, para o fluxo 
( r ) sobre 5, 

<D S (/-)<() 

por mcnor que seja r. 

Mas isso, pela lei de Gauss, implicaria a exislcncia de carga negaliva em P, contra 
a hipotese de que P e um ponto do vacuo, siluado fora da distribuicao de cargas punti- 
formes dada. Isso demonstra o teorema de Earnshaw. 

Uma das conseqiiencias desse resultado e que nao podc ser constrm'do um modelo 
classico eslavel <Ac um atomo com base numa distribuicao de cargas fixa (cslatica). Vc- 
remos mais tarde que isso permanecc valido para um modelo dinamico, conio o do atomo 
de Bohr, em que eletrons descrcvem orbitas cm torno de um nucleo atomico canegado 
posilivamcntc. Ncssc caso, a instabilidade, dentro da ffstca classica, rcsultaria da emissao 
dc radiacao. 

Campo eletrico na superffcie de inn condutor 
Vimos na Seq. 2.2 que uma carga pode deslocar-se livremente no interior de um 
mcio condutor. Logo, numa situacao de equilfbrio eletrostatico, nao podc haver cargas 
(ou seja, p - 0) nem campo eletrico (tern dc ser E = 0) dentro de um condutor, pois as 
cargas se deslocariam sob a acao do campo, rompendo o equililnio estatico: 



p(P) = 0 = E(P). para P no interior de um meio condutor (na elctrostatica) (3.5.9) 



A relaxacao para o equilibrio de uma distribuicao de cargas inicialmente colocada 
dentro dc um meio condutor e um proccsso cxtrcmamcnte rapido: tipicamente, para um 
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corpo condutor macroscopico, leva apenas uma fracao de segundo. Sabemos, por outro 
lado, que e possi'vel comunicar carga a um condutor isolado. Onde entao ela ira locali- 
zar-se? S6 pode ser na superficie do corpo: com cfeito, um ponto da frontcira e diferente 
de um ponto situado no interior do meio, pois separa dois meios diferentes, estando em 
contato com um isolante - o suporte do condutor ou a atmosfera. 

Na descricao macroscopica, aparece portanto na superficie de um condutor car- 
regado uma densidade superficial de carga a * 0. Microscopicamcnte, essa carga reside 
numa camada de transicao, formada por algumas camadas atomicas na superficie. 

Exatamcnte na superficie, do lado isolante, tcmos entao E # 0, mas este campo 
E nao pode ter uma componente tangent ial a superficie, pois ela produziria um desloca- 
mcnto de cargas sobre a superficie (corrcnte superficial). Logo, a componente tangencial 
do campo eletrico, £ Ia n g . tern de anular-se na superficie. 



E|mh=0 na superficie de um condutor 



(3.5.10) 



ou seja, as linhas deforca de E lent de ser normals a superficie do condulor. 

Consideremos entao uma superficie gaus- 
siana em forma de caixa cilindrica, com 
a tampa A 5 na superficie de um condutor 
c a base dentro dele (fig. 3.23). Sobre 
AS, E tern a direcao da normal externa 
n . Na base e na superficie lateral, que 
cstao dentro do material condutor. E = 0. 
Logo, o fluxo total de E sobre a superfi- 
cie gaussiana 6 

n E AS = E„ AS = AQ / e 0 = OAS / e 0 
usando a lei de Gauss. Obtemos assim, na superficie do condutor, 

(3.5.11) 




Figura 3.23 Superficie gaussiana (caixa 
cilindrica) na superficie de um condutor 



E = £„n = (o/e 0 )n 



onde O e" a densidade superficial da carga, tomada no ponto onde sc calcula o campo E. 

Comparando com o resultado (3.2.6), valido logo acima (sinal +) e logo abaixo 
(sinal -) do ccntro de um disco circular uniformemcnte carregado, vemos que a (3.5.1 1) 
reprcsenta o dobro do campo acima do disco. A razao 6 simples: se subdividirmos a 
contribuicao das cargas supcrficiais do condutor numa porcao devida a um disco circular 
muito pequcno, com centro no ponto considerado, e noutra, devida ao resto das cargas, 
a segunda devc cancelar a primcira logo abaixo do disco — dentro do condutor, onde 
E = 0 — logo, duplica-a logo acima dele. 
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3.6 Divergencia de um vetor e equacao de Poisson 

Numa tcoria dc campo, queremos exprimir o csiado do campo E num ponto P 
termos de seu com portamento na vizinhanca imediata dc P. Pcla lei dc Gauss, 

Ojsi EdS 

e um indicador global da prcsenca dc cargas (fontes dc E) no volume interno a S. Que- 
remos agora encontrar um indicador local que similize a presenca de fontes num ponto P. 




Figura 3.24 Volume A V limitado por uma 
superficie A 51 em torno de P 



Para isso, envolvcmos P por uma super- 
ficie gaussiana fechada AS, que limita um 
volume muito pequeno AV (fig. 3.24) e 
contem uma carga Aq = p ( P ) AV, onde 
p ( P ) c a densidade volumetrica de carga 
cm P. Aplicando a lei de Gauss a AI, 
obtemos 



<I> AI = | E • dS = Aq / e 0 = p ( P)AV / e 0 

AS • 



o que da 



lim 

AV->0 



.AV*, 



E (IS 



AI 



P(P) 



(3.6.1) 



Esse limite, que caractcriza a densidade de fontes do campo em P, e independente da 
forma de AI e define assim uma caracterfstica local do campo E, que se chama a sua 
divergencia, e se represcnta pela notacao div E. Para um vctor v qualquer, definimos 



divv(P)s lim 

AV^O 



J-l 



.AVJ, 



v (IS 



AS 



(3.6.2) 



onde AV e um volume arbilrario que envolve o ponto P e (IS e o elemento dc superficie 
orientado segundo a normal externa a superffeie AX de AV. 

Das (3.4.30) e (3.4.31), decorre a equacao de Poisson da eletrostatica 

div E = p / e 0 I (3.6.3) 
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que 6 a forma local da lei de Gauss. Em particular, no interior de um mcio condutor, 
onde E = 0, isso implica que temos tambem p = 0, con forme ja havi'amos visto. 

A fig. 3.25 mostra a relacao cntrc o sinal dc div v(P) c o aspccto das linhas de 
forca de v num cntorno de P. Em (a), temos uma fonte cm P e div v(P) e > 0; em (b), 
temos um sowedouro cm P e div v(P) < 0; em (c), nao ha fonte nem sorvedouro em P, 
c div v(P) = 0. 




(a) (b) (c) 



Figura 3.25 (a) div v ( P ) > 0 (fonte); (b) divv ( P ) < 0 (sorvedouro); (c) div v ( P ) = 0 



Cdlculo de div v em coordenadas cartesianas 
Como a defmicao (3.6.2) dc div v e indcpcndcntc da forma do elemento de 
volume AV, vamos escolhcr um elemento de volume com a forma de um paralclcpi'pcdo 
retangulo centrado no ponto P(x, y, z) e de lados infinitesimos Av , A_y e Az (fig. 3.26), 
cujos vertices tern coordenadas ( x ± \ Av , y ± ^ Ay , z ± \ Az ). 




Figura 3.26 Elemento de volume para calculo de div E 
em coordenadas cartesianas 
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Vamos calcular o fluxo de v atraves das faces perpendiculares a direcao x, com 
fcea Ay A», tomando os pontos 1 e 2 onde v 6 calculado no centra destas faces. Assim, 
. os pontos 1 e 2 tern coordenadas, respectivamente ( x ± \ Ax , y , z ) ou seja, s6 difcrem 
pela coordenada x, em Av. 

O fluxo 4\ , atraves dessas duas faces, considerando que Ay e Az sao infinite- 
smos, pode ser aproximado por 

<I>, = [v,(2) - v,a>] AS = [v x (2) - v,(l)] AyAz 

Ma definicao de derivada parcial, como Av 6 infiniiesimo. 

I v,\x ± \ Ax.y.z^Y v, (x.y.z) ± | (x.y.z) Ax 



o que da 



v,(2)-v,0) = |^(w)A* 



Substituindo na cxprcssao acima de <!>„ vem 

9v 



Para os tluxos sobre os dois outros pares de faces >H,e$ : , valcm rcsultados analogos, 
o que da" 



* r +<I> v + <I>.. = ^v dS = 



tX' r th'y 

^9* 9y dz J 



onde Ale a superficie gaussiana que delimita o volume AV. 

Lcvando esse rcsultado na (3.6.2), obtcmos finalmente a expressao da divergencia 
de urn vetor em coordenadas cartesianas: 



dv «X\ ch'. 

div V = + -tt— + -rf" 

dv ay az 



(3.6.4) 



onde as derivadas parciais sao todas calculadas no ponto P(.v, y, z). 



Exemplo 1 - Seja v = r= xx + yy + zz. Aplicando a definicao (3.6.2), 
onde tomamos para I uma esfera de raio r com centra na origem, vem 
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*V dS= J r<IS = rS = 4nr y 



AV = - Kt 3 

o que da div r = 3 na origem. Por ouiro I ado pcla (3.6.4), 

divr * & * 1 + I + 1 = 3 

dx dy dz 

Vemos que o rcsullado vale cm qualquer ponto do espaco. 

Exemplo 2 - Consideremos uma carga puntiforme q na origan. O campo que 
produz num ponto r e, pela lei de Coulomb, 



E(r) 



<7 r 



4he 0 r 3 

Exccto na origem, a densidade de carga e = 0, de forma que a equacao de Poisson 
(3.6.3) dd 

div E = 0 (r * 0) 

Vamos verificar esse resultado. Temos 



onde 



Logo, 



dE x 


q d 




1 




3x 


-1 


dx 


~ 4ke q dx 


y) 


4K£ 0 




~ r* 




dr d 






1 


2x 




dx'dx 


(.v 2 + y 2 + z 


2 y/2 






id- 




a*. 


Q 


r i s 


x>) 








dx ~ 


4ne 0 











e resultados corrcspondentes para as dirccoes y e z, o que da, para r * 0, 



dE, 9£, dE t 



dx dy dz 4k£ 0 
concordando com o resultado acima. 



3 3(.t 2 +/+z 2 ) 



= 0 (r * 0) 



3.6 Dive^encw de urn vetc e equd^ao de Passcn 37 

0 teorema de Gauss 
Para um volume AV suficientemente pequeno (infinitesimo), limitado por uma 
superffcie AI, a (3.6.2) da 



v dS = div v AV 



(3.6.5) 



Qualqucr volume V pode ser decomposlo em elemenlos de volume A V aos quais podemos 
aplicar esse rcsultado. Se somarmos as contribuicoes de todos esses elemenlos, obtcmos, 
no limite em que AV -> 0. 



y.div v AV -» Jdiv vdV 



\ 


\ 


\ 




A 

n 




A 










r*- -n 




\ 




\ 




\ 



Figura 3.27 Fluxos sobre a face comum de elementos 
de volume adjacentes se cancelam 



Por outro lado, ao somar os fluxos do 1 ." 
mcmbro da (3.6.5) sobre todos os ele- 
mentos, cada elemento de superffcie de 
AZ inlerno ao volume V 6 comum a dois 
elementos de volume adjacentes, com 
suas normais externas orientadas em scn- 
tidos opostos (fig. 3.27). Assim, as con- 
tribuicoes ao fiuxo de elemenlos dc su- 
perffcie internos cancelam-se duas a duas, 
restando somente o fluxo sobre a superff- 



cie externa S do volume V, ou seja, a soma dos fluxos da 

v-dS=<f v dS 



AS 



Rcsulta entao finalmentc. 



J i diw < /V = | 5 v dS 



(3.6.6) 



onde V € um volume limitado por uma superffcie fechada S e dS 6 o elemento de 
superffcie oricntado segundo a normal externa. Esse rcsultado, que se aplica a qualquer 
campo vetorial v, € o teorema de Gauss. 

Em particular, tomando para v o campo eletrostatico E e usando a equacao de 
Poisson (3.6.3), resulta 

| E-dS= \d\vEdV = — p<fV = — 
que e a lei de Gauss. Vemos assim que a equacao de Poisson c equivalente a lei de Gauss. 
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PROBLEMAS 

1. Trace de forma csquemanca as linhas de forca associadas a urn par de cargas punli- 
formcs + 2 q e -q, separadas por uma distancia d. Expliquc o tracado e discuia qualitaiivamcnlc 
o comportamcnto das linhas em pontos proximos e distanics das cargas, em diferentes regiocs. 

2. Urn modelo classico de uma molecula ionizada 6 constitui'do por urn par dc parti'culas 
fixas, ambas dc carga + e, separadas por uma distancia 2a, com uma terccira partfcula, de carga 
- e, massa m, descrcvendo uma 6rbita circular de raio p em torno do cixo que liga as duas outras 
cargas. Obtenha: (i) o campo clcuico que alua sobrc a carga - e; (ii) a relacao entre o raio p c a 
frequencia angular de revolucao 0). 

3. Scja £ a magnitude do campo num ponto P situado a uma distancia D de um piano 
uniformcmcnte carrcgado com densidade superficial de carga o. A maior contribuicao para E 
provcm dos pontos mais pr6ximos de P sobre o piano. Mostre que a regiao do piano situada a 
uma distancia £ 21) do ponto P d responsavel pela mctade (E/2) do campo cm P. 

4. Um fio retilmco dc comprimcnto / esta unifonncmcnte carrcgado com densidade linear 
de carga X. (a) Calcule o campo eltStrico num ponto situado sobre o prolongamento do Ho, a uma 
distancia d de sua extremidade. (b) Calcule a magnitude do campo, sc / = d = 5cm e a carga total 
do fio i dc 3 HC. 

5. Dois fios rctih'ncos de mcsmo comprimcnto 
a, scparados por uma distancia b, cstao uni- 
formcmcnte carrcgados com densidades linca- 
rcsde carga X c-X (fig.). Calcule o campo 
clcirico no centro P do rctangulo dc lados a c 
b (vcja sugcslao do problema 8 do Cap. 2). 




6. Um fio quadrado dc lado 21 csta 
uniformemcntc carrcgado com densidade li- 
near de carga X. Calcule o campo clcirico 
num ponto P situado sobre a perpendicular ao 
centro do quadrado, a distancia D do seu pia- 
no (fig.). SiiKcstno : Use componentes cartc- 
sianas c consideracocs de simctria. 




7. Uma carga puntiformc q e colocada numa caixa ctibica de arcsta /. Calcule o fluxo do 
campo cletrico sobrc cada uma das faces (a) sc a carga ocupa o centro do cubo; (.b) se 6 colocada 
num dos vertices. 



Cap. 3 • Problemas 



8. 0 valor medio do campo clctiico na atmosfera num dctcrminado dia, num ponto da 
supcrficie da Terra e de 300 N/C, dirigido vcrticalmente para baixo. A uma altitude de 1400 m, 
ele rcduz-se a 20 N/C. Qual 6 a densidade midia dc carga na atmosfera abaixo de 1400 m? [Para 
mais informacoes sobre eletricidadc atmosferica, veja R. P. Feynman, Lectures on Physics (Addi- 
son-Weslcy, Reading, 1964), vol. 2, Cap.9]. 

9. Dois pianos paralclos cstao uniformemente carrcgados, com densidades superficiais de 
carga flc-o, respectivamenlc. Calcule o campo cldtrico em pontos acima de ambos, abaixo de 
ambos, e cntrc os dois. Rcprcscnte as tinhas de forca nas tres regi5es. 

10. No modclo classico dc J. J. Thomson para o atomo de hidrogenio, a carga + e do 
nucleo era imaginada como estando uniformemente distribufda no interior de uma esfera de raio 

o 

a da ordem de 10" cm (raio atomico) c o cletron era tratado como uma carga punt i forme - e 
movendo-sc- no interior desta distribuicao. (a) Calcule o campo eletrico que atuaria sobre o cldtron 
■urn ponto a distancia r < a do centra da esfera; (b) mostrc que o eletron poderia movcr-sc 
radial mente com urn movimcnto harmonico simples; (c) Calcule a frequencia dc oscilacao e com- 
pare-a com uma frequencia tfpica da luz visfvel, bem como com o resultado do Probl. 3 do Cap. 2. 

11. Calcule div ( c x r) , onde c e urn vctor constante. 

12. Uma casca csfcrica de raio interao b e raio 
externo c, uniformemente carregada com den- 
sidade de carga volumetrica p, envolve uma 
esfera concentrica de raio «, tambem carrega- 
da uniformemente com a mcsma densidade 
(fig.). 

Calcule 0 campo eletrico nas quatro 
regimes difcrentes do cspaco: 0<rSa, 
a < r < b , b < r <, c , c <i r . 



13. Uma distribuicao de carga csfcricamcnte simStrica tern densidade volumdtrica de 
carga dada por 

p(r) = p 0 cxp (-r /a) (()<>■< ») 

onde po c uma constante crea distancia a origem. 
fa) Calcule a carga total da distribuicao 

calcule G campo eletrico num ponto qualquer do espaco. 
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d 


y 


Q- 









-a 





15. Uma csfcra uniformemcnlc car- 
rcgada com densidadc volumetrica p contain 
em scu interior uma cavidade esferica. Moslre 
que o campo no interior da cavidade 6 uni- 
formc e e dado por E = p d/( 3 Eo ), onde d 
6 o vetor que liga os centros das duas esfcras 
(fig.). Sugeslao: Use o principio de supcrpo- 
sicao. 




14. Uma camada carrcgada infinita compreen- 
dida entre os pianos y = - a e y = a (fig.) 
tern densidade volumetrica de carga p cons- 
tante. Nao ha cargas fora dela. (a) Calculc o 
campo eletrico E dentro, acima e abaixo da 
camada; (b) Verifique que E saiisfaz a equa- 
9ao de Poisson. 




16. Um cilindro circular muito longo, de raio 
R, esta uniformcmente carregado, com densi- 
dade volumetrica de carga 8. 

(a) Por argumcntos de simetria (explicando- 
os), oblenlia a direcao c o sentido do campo 
E num ponto P a distancia p do cixo do ci- 
lindro c sua dependencia das coordenadas ci- 
h'ndricas ( p , <» , z ). 

(b) Calcule I El num ponto P intcmo ao cilindro 
(0<p<fl). 

(d) Esboce um grdfico de IEI cm funcao de 
P- 
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O POTENCIAL 
ELETROSTATICO 

O campo elctrostatico, como o campo gravitacional, 6 conse rvaiivo. Isso permite 
rimplificar sua dcscricao, reduzindo-a a uma unica funcao cscalar, o potential eletrostd- 
»co, que trataremos neste capitulo. Vcremos tambcm uma forma de exprimir localmente 
o cardter conservative do campo, introduzindo o rotational dc urn campo vclorial. 

4.1 Recapitulacao sobre campos conservatives 

Vamos recapilular brevemcnte resullados gerais sobre campos conservatives jii 
msios no curso de Mecanica (FCsica Bdsica 1, Sees 7.2 a 7.5). Vimos que, se C 6 urn 
caminho qualquer entrc dois pontos P, e P 2 , orientado de P, para P 2 (fig. 4.1), o traba- 
Bio realizado por umaforga F ao longo deste caminho e definido por 

^ (4I1) 

onde o clcmento dc linlia dl tciu a orien- 
tacao de C. No SI, o trabalho se medc 
em J (joules). Em particular se C 6 a 
trajcttfria descrita por uma parlfcula dc 
massa m. com velocidade v(/), sob a agao 
de F. temos 

K-», =T 2 -T t (4.1.2) 

onde T = ± m v 2 c a energia cinetica da particula; ou seja, o trabalho e igual a variacao 
da energia cinetica entre os dois pontos. 
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Se F e uma forga central, 

F = F(r)r (4-1-3) 
onde riSo vcrsor da direcao radial, com origcm no ccntro de forcas, a (4.1.1) fica 



<^P 2 -f 2 F{r)rd\ = \ ri F(r)dr 



*Pi (C) 



(4.1.4) 



o que nao dcpende do caminho C, mas tao somente dos pontos inicial e final. Podemos 
escrevcr 



f F(r)dr = -[u{r 2 )-U{ n )] 



(4.1.5) 



onde 



U(r) = -\ r F (;')<//-' 



(4.1.6) 



r o 

em que r 0 e urn ponto arbilrariamente escolhido, onde se toma U = 0. 
As (4.1.2) a (4.1.5) dao entao 

T, + U t = T 2 + U 2 = E 



(4.1.7) 



que exprime a consenaccio da ener^ia. A fun?ao U(r) e a energia potencial, e E e a 
energia total. A energia potencial e definida a menos de uma constante aditiva arbitriiria, 
que corrcsponde na (4.1.6) a arbitrariedade na escolha de r 0 (onde U se anula). A varia- 
cao (4.1.5) da energia potencial entre dois pontos e bcm definida, indepcndendo da es- 
colha dessa constante. ' 

Uma for?a para a qual o trabalho (4.1.1) dcpende apcnas dos pontos uncial e 
final, e nao do caminho C entre eles, chama-se conservativa. 



A indcpendencia do caminho pode ser ex- 
prcssa de forma equivalentc notando que, 
se invcrtemios o scntido de urn dos dois 
caminhos Ci e C 2 entre dois pontos, for- 
mamos urn caminho fechado orientado 
C = Ci + ( - C 2 ). A inversao do senti- 
do de C 2 troca o sinal do trabalho sobre 
C2, levando a 




Figura 4.2 Caminho fechado C = Ci + (-C2) 



4.1 Recapitulate) sobre campos conservatives 
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F (11 = 0 



(4.1.8) 



fmde o 1 ° mcmbro chama-se circulacdo da forgo F ao longo do caminho fechado orien- 
fio C. O raciocmio tambcm vale cm sentido inverse Logo 4 conditio necessdria e 
mficiente para que umaforca seja conservativa que sua circulacdo ao longo de qualquer 
^mninho fechado seja = 0. Alcm das forcas centrais, outros exemplos de forcas conser- 
as foram vistos no curso de Mecanica. 
A gencralizacao da (4.1.5) 6 

2 Fd\ = -[u{P 2 )-U{P l )] (4.1.9) 



C 



para urn deslocamcnlo infinitesimo, dl = dxx + dyy + dzz. 



tambcm pode ser cscrito 



F = -grad U 



■de, em coordenadas carlesianas, 



(4.1.10) 



(4.1.11) 



(4.1.12) 



Ogradienle c uma especie de "derivada tridimensional" de uraa fung&o escalar. Projeian- 
*>-o sobre uma direcao de versor s, obtemos a derivada direcional na direcdo s: 

dU/ds »s-grad£/ (4.1.13) 

As dcrivadas nas direcoes dos eixos cartcsianos na (4.1.12) sao urn caso particular. 

Umajuperffci e em que U 6 c o nstante chama-se superficie equipoten cial. Ass^ 
i torcas_ccntrais, as supcrfiaej_CQmr^^ =constante. 
Se dl e urn deslocamento sobre uma superffcie equipotencial, temos cntao 



dU = grad U ■ dl = 0 



(4.1.14) 



ostrando que grad U, portanto F, sao perpendievdares as superficies eqiiipotenciais. 
P*g°- as linhas de forca de urn campo conservativo sao trajetdrias ortogonais das .su- 
perficies eqiiipotenciais deste campo. 

Tehios ainda, pela primeira igualdade da (4.1.14), q.-e dU c maximo quando dl 
t paralelo a grad U. Logo, a direcdo de grad U e a da linha de maior aclive, sobre a 
qual U cresce o mais rapidamente possivel, e grad U aponta no sentido de U crescente. 
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Exemplo: Para qualquer funcao que so dependa de r,/(r), a (4.1.13) da 



grad/(r) = f r 



(4.1.15) 



Em particular, grad r = r , que aponta na direcao cm que r cresce o mais rapidamente 
possfvcl (direcao radial). 

4.2 O potencies! coulombiano 

O campo devido a uma carga puntifonnc q na origem, 



E(r) = 



4KE„ r : 



(4.2.1) 



que represenia a forca sobre uma carga de prova unitiiria, 6 central, e por conscguinte 
conscrvativo. O trabalho correspondentc sobre a carga de prova unitaria, levada de 
Pi para P 2 , e independente do caminho, e a (4.1.9) da 



-J 2 E dI S v(P 2 )-V(P,) 
Pi 



(4.2.2) 



o que define (de forma geral). a diferenca de poiencial cntre P- c \\. E o trabalho que 
tern de ser realizado contra a forca exercida pclo campo para levar uma carga unitaria de 
Pi para P 2 . Se V ( P 2 ) > V ( P, ), a energia potencial de uma carga positiva e maior em 
P2 do que em Pi. 

Como trabalho por unidadc de carga, suas unidades sao J/C. Por definicao, 



l J/C = l V(volt) 



A (4.2. 1), para uma carga puntiformc q na origem da" 



(4.2.3) 



(4.2.4) 



A escolha do m'vel zero para V e arbitrdria (como para VVO- Para uma distribuicao de 
carga toda contida numa regiao finita do espaco (como 6 o caso de uma carga puntifor- 
mc), e conveniente convencionar que 

V(oo) = 0 



Com essa convencao, a (4.2.4) da 



E-dl = 



47l£ 0 r 



(4.2.5) 



(4.2.6) 
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o potencial coulombiano de uma cargo pimtiforme q na origem. Ele representa o 
Iho por unidade de carga necessario para trazei uma carga de prova desde uma 
ncia infinita ate uma distancia r da carga q. Note que o potencial coulombiano de 
na carga cai com Mr, cm lugar de 1 /r , como o campo. As superficies eqiiipotenciais 
fc> esferas com centro na carga. 

E importante obscrvar que a convencao (4.2.5) para escolha do zero do potencial 
io pode ser adotada quando a distribuicao de carga sc cstende ate" o inflnito. Veremos 
lemplos mais adiante. 



Cdlculo de campo a partir do potencial 
O andlogo da (4.1.11) para uma carga de prova unitaria e 



E = -grad V 



mm particular, para V = V(r), 



dr 



(4.2.7) 



(4.2.8) 



>que recupcra o campo coulombiano a partir da (4.2.6), 



E = - 



4;tE 0 di\r 



4m 0 r 



A unidade dc campo eletrico (1 N/C) 6 tambem equivalentc a 1 V/m (volt por 
■etro, mais familiar). Ja vimos no curso de Mecanica que tambem se usa o eV (etetron- 
Mh) como unidade dc encrgia: 6 a energia potencial adquirida por uma partfcula de carga 
itual a do cldtron ao atravessar uma diferenca de potencial de 1 volt. Pela (2.5.1), tcmos 
■■tanto 



lcV = 1.6x10-" J 



(4.2.9) 



Potencial de uma distribuicao de cargas 
Pelo princi'pio de superposicao, para urn sistema de cargas puntiformes como o 
fig. 3.1, 



(4.2.10) 




Je rj € a distancia da carga q, ao ponto P. 



Fis. Bos. 1, Sc S . 7.5 
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Para distribuicoes conti'nuas de cargas, esse resultado se generaliza para 



4ti£ 0 j r 



(4.2.11) 



onde r e a distancia do ponto P ao elemenio de carga dq, e 



pdv (distribuicao volumc'trica) 
dq = )OdS (distribuicao superficial) 
Xdl (distribuicao linear) 



(4.2.12) 



Em geral e mais simples calcular V (uma so funcao escalar) e obler E como - grad V, 
do que calcular as tres componentcs de E. 



Vimos na (3.5.2) que o campo eletrico na superficie de urn condutor e normal 
a superficie. Logo, a superfide de um condutor e tuna superficie eqiiipotencial. 
Como E = 0 no interior do meio condutor, o volume do condutor contfguo a superficie 
lambdm esta no mesmo potencial. 

Em princi'pio, podemos produzir uma dist.ibuicao de cargas arbitraria num corpo 
isolante, pois a carga permanece onde foi colocada. Neste caso, a (4.2.11) resolve o 
problems do calculo do potencial. Entretanto, isso nao se aplica a condutores: quando 
transmitimcs carga a um corpo rondutor, a distribuicao de cquilibrio cletrostatico 6 aquela 
para a qua! o campo no interior do meio se anula. Logo, a carga tera de se distribuir sobre 
a superficie de forma a satisfazer a essa condicao, o que cquivale a dizer que a superficie 
tern de scr eqiiipotencial. 

A solucao de um problema dessc tipo 6 portanto cspecificada por condicoes a 
serem sati..l"eilas na superficie de condutores, que se chamam por isso de condicoes de 
cojitorno, e o problema correspondente chama-sc um problema de sontonw. Nao pode- 
mos resolve-lo cmpr^gaiido a (4.2.11), porquc nao conhecemos a densidade de carga 
superficial a no condutor; ela 6 uma das incognitas do problema e, para um conditio. • ;!e 
forma qualqucr, a variara em geral de ponto a ponto da superficie. 

Em geral, e bem mais difi'cil resolver um problema de contomo com condutores 
do r.uc um problema com icolantcs, nos quais a distribuicao de cargas e dada. cuja solucao 
6 a (4.2.11). Entretanto, podemos empregar uma tatica inversa, que poderiamos chamar 
dc "uma solucao a procura de um problema", em lugar de um problema do qua! procu- 
ramos a solucao. Dado um potencial (4.2.11) que corrcsponde a uma deierminada distri- 
buicao de cargas, podemos dcterminar as suas superficies eqiiipotenciais. Uma vez obti- 
das, podemos imaginar uma ou mais dessas superficies materializadas como superficies 
de condutores. O potencial dado sera entao solucao de um ,r3ber.ia dc ccrtrvr.o crra 
esse - condutores. Exemplos serao vistos a seguir. 



Distribuigdes de cargas dados e problemas de contomo 
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4.3 Exemplos de cdlculo de potencial 

Exemplo I: Anel isolante uniformemente carrcgado, ponto P no eLxo: 

Para um anel dc largura muito pequcna, to- 
dos os pontos sao equidislanlcs de um ponto 
P no eixo (fig.4.3). Se Q 6 a carga total do 
anel, temos entaa 




V(P) = 



Q 



4K£ or 4n£ 0 (p 2 + Z J ) 



1/2 



5434) 



0 que da 



Figura 4.3 Anel carregado 



E = -grad V = - ^ z 
dz 

Q z 



(4.3.2) 



|pe € obtido dc forma bem mais simples do que scria o calculo dircto do campo. 

Exemplo 2: Disco circular isolante uniformemente carregado, ponto P no eixo: 
Seja a o raio do disco e a a densidade superficial de carga. Podcmos decompor 
» disco cm aneis conccntricos de raio variavel p, largura infinitesimal dp z carga 
■2 = 2k p dp ■ a (fig. 4.4) e usar o resultado (4.3.1) para obter V(P): 




Viz) 



-J 



dQ 



4ke 0 ( P 2 + z 2 ) 



1/2 



"2eoJo( p 2 +2 2)'/2 = 2eo.lP +z ) J 0 



o que da 



Figura 4.4 Disco carregado 
uniformemente 



V(z) = 0a- +z >r-\z\\ (4.3.3) 



onde o ultimo termo 6 ( z 2 ) 1/2 = Id 
O campo E € entao 



E = -gradV = -^~i 
dz 



o que da, nolando que 
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d I I Z f+1 (Z > 0) 

^ l = IzTl-i(;<o) 



o resultado 



que coincide com a expressao anterior (Ex.2, Sec. 3.2) e, como jd vimos. troca de sinal 
com z. 

Em particular, no limite em que a -> °° (piano uniformementc carrcgado), vol- 
tamos a obtcr o resultado (3.2.6): 



° z - 

V. - 7-r Z 



(4.3.4) 



Exemplo 3: Cilindro circular condutor carregado 
Consideremos o problema de urn fio uniformementc carregado com densidade 

linear de carga X (Sec. 3.5). Ncsse caso, nao podemos aplicar a formula (4.2.1 1), em que! 

se su P 6s V(°°) = 0, porque a distribute de carga se estende ate o infinito! 

Porem, e sempre valida a expressao (4.2.2) para a diferenca de potcncial entre 

dois pontos 1 e 2, que da 




V(2)-V(1)=-|V* (4.3.5) 

Vimos na (3.4.21), ccmo aplicacao da lei 
de Gauss, que 

X 



E = 



2ne 0 p 



P 



(4.3.6) 



onde p € a distar.cia ao eixo (fig. 4.5). 

Substituindo essa expressao na 
(4.3.5), obtemos para ( pi , p2 ) £ a , 



Figura 4.5 Cilindro circular condutor de raio a 

V{2)-V(l) = - 



27ie 0 J i p 



p</p 
J, n 



■[inpf- 



In 



2ne„ l 2ne 0 \Pi , 



4.3 Exemplos de c<Slculo do potencial 49 

Vemos, efetivamente, que V( 2 ) - V( 1 ) -> °° quanclo p 2 -» <». 
Se escolhermos o nfvcl zero do potencial em p = a, cor.vencionando que 



V[a) = 0, isto da 



• K(p) = - T ^ln £ 



(4.3.7) 



I se chama potencial logarltmico. Como a superffcie do cilindro circular, p = «, 6 uma 
PlBipotcncial, podemos malerializa-la como a superffcie de um cilindro condutor. A 
(43.6) cki o potencial corrcspondentc em f'uncao da ;arga total X por unicladc de compor- 
amento sobrc a superffcie do cilindro. Para relaciona-la com a densidadc superficial de 
earga o sobre a superffcie do cilindro, basta notar que a carga contida num comprimento 
I do cilindro 6 (fig. 4.5) 

Q = XL = aS = 2nu Lo 

o que da X = litaa. O me..mo rcsultado se obtem comparando a (3.5.1 1) com a (4.3.6) 
para p = a . Substituindo-o na (4.3.7), e.icontramos 



(4.3.8) 



para o potencial do cilindro condutor carregado de raio a. Essa e uma ilustracao de "uma 
solucao a procura de um problema". 

Exemplo 4: Campo uniforme 

Vimos, como exemplo de campos uniformes, que um piano uniformcmcnte car- 
regado com densidade superficial a (fig. 3.18) produz, acima e abaixo dele, campos 
aniformes em scntidos opostos. Novamentc, trata-se de uma distribuicSo de cargas que 
e estende ate o infinito, c nao podemos usar a (4.2.11) para calcular o potencial. 

Entretanto, tomando, por exemplo, dois pontos I e 2 acima do piano carregado, 
diferenca de potencial entre eles 6 clada pela (4.3.5). Substituindo K pela sua cxprcssao 
(4.3.4), com z > 0, rcsulta 



V{2)- V(l)= -E(z 2 -*.)- ~{z 2 - Zl) (zi,Z 2 > 0) 

q^e efetivamente diverge para zi — > °° ■ 

Podemos tomar entao, como potencial V(z) associado a um campo uniforme 
E = E z, 



V (z) = -Ez + C 



(4.3.9) 
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onde C e" uma conslante arbitraria. Para defini-la, podemos cscolher, por exemplo, o zero 
de potencial em z = 0, o que da 

V(z) = -Hz 

Esse exemplo 6 andlogo ao canipo gravilacional pcrto da superficie da Terra (Fis. Deis. 
1, Seg. 7.3). 

Exemplo 5: Casca esferica 

Consideremos uma camada esferica de 
raio R e espessura A R « R , uniforme- 
mcnte carregada com densidadc volume- 
trica p; no limite em que a espessura 6 
infinitesima, podemos trata-la como uma 
distribuicao superficial de densidadc O, 
ondc p c o estao relacionados por 

AQ = 4nR 2 ARp = 4nR 2 o (4.3.10) 




Figura 4.6 Casca esferica 



sendo AQ a carga total da camada. 

Novamente, e mais simples calcular Va pailir de E, ja calculado 
pelas (3..5.5) e (3.5.6), temos: 

_AQ 

E - ' 



a lei de Gauss; 



4rc£ n r' ! 



('• > R) 



0 (/• < R) 

e podemos tomar o nfvel zero do potencial no infinito, o que tki 



W=^~ (>>R) 
4ne 0 r 



(4.3.11) 



ou seja, f'ora da casca, como para o campo, o potencial e o mcsmo que sc toda a carga 
estivessc conccntrada no ccntro.. 

Ja" para /■ < R, temos, como E = 0 dentro da casca. 



V( 



E(r J )dr'=- 



AO 



= V(R) (OSrfiR) 



(4.3.12) 



4ke 0 R 

ou seja, o potencial dentro da casca 6 constanlc e igual ao seu valor na superficie dela 

Como a superficie da casca c uma superficie eqiii potencial, tambem podemos 
materializa-la como uma superficie condutora ("solucao a prcx;ura de urn problema"). 



4.4 Dipolos eletricos 
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Os resultados acima dao cntao o potencial devido a uma esfera condutora de raio R e 
carga total Q: 



V(r) = 



V(R)R 



4ne 0 r 



(r>R) 



(4.3.13) 



A fig. 4.7 nostra graficos da coniponente radial do campo E(r) c do potencial V(r) para 
a casca esf£rica ou para uma esfera condutora niacica dc raio R. O campo 6 descontmuo: 
i nulo auS a supcrfi'cie, onde tern um salto, c depois cai com \/r '. Ja o potencial e contmuo 
na superfi'cie: e" constante dentro da esfera e depois cai mais lentamcnte, com Mr. 

Mctodos andlogos podem scr empregados para o calculo do potencial de qualqucr 
distribuicao esfericamente simetrica de cargas (cf. Problemas do Cap. 4). 



V(r) 





r 



R R 
Figura 4.7 Campo radial £( r) e potencial V( r) para casca esferica ou esfera condutora 



4.4 Dipolos eletricos 



Um dipolo eletrico e um par de cargas de mcsma magnitude e sinais opostos, q 
e - q, situadas em pontos diferentes, como no Ex. 1 da Sec. 3.2. A carga total do dipolo 
•=0. Se 1 6 O vetor de posicao da carga posiliva em relacao a negativa (fig 4.8), chama-se 
momenta de dipolo eletrico do dipolo o vetor 



P = q\ 



(4.4.1) 



Intercssa-nos calcular V a disiancias muito maiores que o "braco" / = 1 1 1 do 

dipolo. Vamos tomar a origem O na carga 
-q co eixo Oz na direcao dc I. O po- 
tencial do dipolo num ponto P, com 
OP = r, e 




V(r) = 



47tE„ 



l_ 

r' 



I 



(4.4.2) 



Figura 4.8 Potencial de um dipolo 
num ponto P distante 



onde r' e r - I rl sao as distancias de P 
a + q c - q, respectivamente. Na fig. 4.8, 
onde PQ e o rebatimento dc PO ' sobre a 
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direcao de PO, vemos que, a menos de termos de ordem superior, lemos, para r » I , 

r' = r-/cos0 ( 4 -4-3). 

ondc 9 6 o angulo entrc r e Oz. Isso vale porquc OQ quasc se confunde com a projecao 
ortogonal de OO ' sobre OP. Dai' dccorre 

i i if I "\ 1 /cosG 

7'~T~ } -r7( 1 + 7 COSe J = r + — " (4.4.4) 

rll - -cosG I 

desprczando termos da ordem de ( 1/r ) 2 ou superior. Substituindo na (4.4.3), obtcmos o 
potencial do dipolo nun) ponto distante: 



^/cosG _ jtcosO^ _ _P_f_ _ _PJL_ 
V(r) " 47i€ 0 r 2 " 4Jie 0 r 2 " 4ne 0 '- 2 4rt£ 0 r 3 



(4.4.5) 



que cai como ( 1/r) 2 em lugar de Mr (potencial coulombiano de uma carga), devido a 
ncutralizacao das contributes de + q e - q a grandc distancia. Na (4.4.5), p = I pi. 

Com r = (x.y.z), tambem podemos escrever, no sistema de eixos da fig. 4.8, ( 

V(r) = r^-j (4-4.6) 

Todos esses rcsultados valcm para r» I. Tambem se costuma definir o conceito idea- 
lizado de urn "dipolo puntiforme" (como na idcalizacao de uma "carga puntiforme"), 
tomando o limite em que / -> 0 c q -> », mantendo constante o produto p = ql Com 
essa interprctacao, a (4.4.5) da, para qualquer r * 0. o potencial de urn dipolo puntiforme 

situado na origem. 

» 

Cdlculo do campo 

A (4.4.6) pcrmitc calcular E = -grad V. Como o gradiente e um operador de 

derivacao, vale a rcgra da derivada de um produto: 

grad {fg) = (grad /) g + /grad* (4-4.7) 
Logo, usando tambem a (4.1.15), obtcmos 

grad (prj = 4r grad z + z gradj^ j = 4 - = p - — r 
e, como p = p z , resulta 



4.4 Dipolos eletncos 



E P , 3(p f) 

r. - - - r + — - r 
4lte u r 4jtE 0 r 
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Em particular, para pontos do piano (x,y) (com z = 0), temos p • r = 0 e a (4.4.8) fica 



E (.v, ).0) = - 



4n£ 0 r 



(4.4.9) 



que e antiparalelo ape coincide com o resultado da Sec. 3.2, Ex.1. 

Por outro lado, para pontos ao longo do eixo z (alinhados com o dipolo), temos 
r = I c I e r = z , 0 que da 



E(O.O.c) = — ^ 
2tie 0 ;- 



(4.4.10) 



que tern sentido oposto a (4.4.9) e magnitude dupla. 



z 




Figura 4.9 Linhas de forca do campo de urn dipolo p Figura 4.10 (a) Polarizacao da nuvem eletronica no campo 
na origem, alinhado com o eixo z. exlerno E; (b) Dipolo permanenle da molecula de H 2 0 



A fig. 4.9 mostra as linhas de forca do campo de urn dipolo puntiforme 
p = p7. situado na origem. Ela deve ser comparada com a fig. 3.6, na qual, pordm, o 
dipolo 6 horizontal e nao e puntiforme: assim as linhas de for^a da fig. 3.6 tern o 
mesmo aspecto das da fig 4.9 para distancias muito maiorcs do que a separacao entre 
as cargas. 

O eixo Oz € uma particular linha de for^a, o que concorda com a (4.4.10); as 
linhas de forca cruzam o piano .ry na vertical, em concordancia com a (4.4.9). 

Exemplos de dipolos na escala microsedpica 

Na ausencia de urn campo externo, a nuvem de carga associada ao eletron num 
atomo dc hidrogenio esta concentrada no proton (nuclco), e o atomo nao ten? momenta 
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dc dipolo eletrico permanente. Quando se aplica urn campo el£trico cxtcrno E, porem, o 
"centro de carga" negativo da nuvem eletronica sc desloca em scnlido oposto a E, 
e o nucleo se desloca no sentido de E: aparece um dipolo eletrico, induzido pelo 
campo [fig. 4.10(a)]. Dizemos que o atomo se polariza sob a acao de um campo 
externo. O mcsmo acontece com atomos mais complexos e com moleculas nao 
polares, ou seja, que nao possuem momento de dipolo permanente: os "ccntros de 
carga" positiva e negativa se separam c o campo externo produz polarizacao (mo- 
mento de dipolo eletrico). 

Moleculas scm centro de simetria podem ter momentos de dipolo eletrico per- 
manentes: chamam-se moleculas polares. Um exemplo importante e a molecula dc agua, 
em que as duas ligacoes O-H formam um angulo de 105°. A nuvem eletronica tends 
a se concentrar mais em torno do oxigenio, que se torna negativo em rclacao 
aos hidrogenios, formando dois momentos de dipolo p, c p 2 [fig. 4.10 (b)], 
cuja rcsultante p e o momento de dipolo permanente da molecula de H2O. Seu valor 
6 I pi = 6,2 x 10" 30 C ■ m , compalivel com as constantes atomicas: a carga ti'pica 6 
da ordem da do elctron, 1,6 x 10" 19 C, e distancias intcratomicas ti'picas sao da ordem 
de 10" 10 m . 

Da mcsma forma que uma distribuicao superficial de cargas, tambem se pode 
ter uma clislribuicdo superficial de dipolos, que se chama uma dupla camada. Excm- 
plos importantes sao encontrados cm biologia. Assim, a mcmbrana de uma cclula 6 
um isolante, que separa o fluido no seu interior (citoplasma) do fluido externo. Ambos 
sao solucScs salinas dilufdas, em que a maioria das moldculas dissolvidas cstao ioni- 
zadas. Embora os fluidos scjam neutros, a superficie interna da mcmbrana tern um 
execsso de 10ns negativos (anions), ao passo que a superficie externa tern um excessp 
dc cdtions (ions positivos), devido a diferencas dc permeabilidade da membrana a 
diferentes ions. A espessura da membrana 6 da ordem de algumas dezenas de A, de 
modo que podemos usar, como modclo da distribuicao de cargas sobre ela, uma dupla 
camada. Vamos ver agora como sc pode calcular o potencial eletrostatico de uma 
dupla camada. 

Potencial de dupla camada 

Numa dupla camada, o momento de dipolo dp de um elemento de superficie 
oricntado d S = ndS tern a direcao da normal nee proporcional a dS: 

dp = 6dS = bftds = bdS (4.4.11) 

o que define as densidades superficiais escalar ( 5 ) e vetorial ( 8 ) de momento de dipolo 
eletrico. 
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Pelas (4.4.5) e (4.4.11), urn elemcnto de 
supcrfi'cie dS da dupla camada contribui 
para o potcncial num ponto P com 



dV = 



dp ■ r 

47TE 0 r 2 



8 dS f 



4ne„ 



(4.4.12) 



Figura 4.11 Potential de dupla camada 



onde r 6 o velor de posicao de P com 
origem em dS (fig. 4.1 1). Mas, pela 
(3.4.5), 



dS f t/JcosO 



e o elemcnto dc angulo solido subtendido por dS em P. 

Logo, para uma distribuicao com densidade superficial 5 = constante sobre uma 
supcrfi'cie S, o potcncial V(P) e dado por 



V(P) = 



4ne 0 



a 



(4.4.13) 



onde Qeo angulo solido total subtendido pela dupla camada em P (fig.4.1 1). O angulo 
solido O. so depcnde do contomo C de S: 6 q mesmo para qualquer superffcic de contomo C. 

Para pontos acima de S, para onde apontam os dipolos (do lado das cargas posi- 
tivas), o angulo 9 c agudo efl e > 0; para P abaixo de S (lado das cargas negativas), 
6 6 obtuso c Q < 0. Em particular, se P tcnde a urn ponto P t de S do lado positivo, 
Q -> 2n; se P tendc a urn ponto P_ dc S do lado ncgativo, Q -> - 2n; o que dd 



^(P+) = 2T. V(P-) = -A 



2e 0 



e isto leva a 



V(P+)-V(P-) = — 
£ 0 



(4.4.14) 



(4.4.15) 



mostrando que o potcncial tern uma descontinuidade 67e 0 atraves da dupla camada. 

No caso da membrana cclular, cssa diferenfa de potcncial atraves dcla chama-se 
potential de membrana e 6 da ordcm de grandcza, tipicamente, de uma centena de mV. 
Em cdlulas ncrvosas (neuronios), variacoes suficicntemente grandcs deste "potencial de 
repouso" desencadciam urn sinal ("potencial de afao"), cuja propagacao ao longo do 
sistema nervoso e a base da transmissao dc informacoes em nosso organismo. 
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Forgas e torques sobre dipolos em compos eletricos 
(a) Dipolo num campo uniforme 




Se tivcrmos um dipolo num campo externo E uniforme, as forgas que atuam sobre 
as cargas + q e —q, respectivamcnte, sao dadas por [Fig.4. 12(a)] 

F. - qK = -F. (4.4.16) 

Este par de forcas forma um bindrio, cujo torque e dado por 

T = lxF + = 9 lxE = pxE (T = />/Tscn8) (4.4.17) 

que tende a fazer o dipolo girar ate" alinhar-se paralelamcnte a E. 

(b) Energia poiencial c for?a num campo qualquer 
Consideremos agora a energia potencial do dipolo e a forca que atua sobre ele 
quando as cargas estao situadas cm pontos r e r + 1 de um campo externo E(r) qualquer, 
que nao precisa scr uniforme [Fig.4. 12 (b)]. A origem O e tomada num ponto arbitrdrio. 

Pela definicao do potencial, a energia potencial de uma carga q num ponto r de 
um campo eletrostatico externo E € q (p ( r) , onde <p 6 o potencial associado a E. Usamos 
a notacao cp para evitar confusao com o potencial V do campo produzido pelo dipolo. 
Logo, a energia potencial de um dipolo num campo externo E qualquer e 

C/(r) = </ [«p(r + l)-( P (r)] (4.4.18) 

Supondo desprcziveis as dimensocs do dipolo, podemos tratar I como um infinitesimo 
e usar 



(p(r + 1) - <p(r) = I • grad<p 
o que da" U( r) = q 1 • grad(p , ou seja, 



t/(r) = -p - E(r) 
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(4.4.19) 



(4.4.20) 



A forca resultante sobrc o dipolo 6 

F = -grad U 



(4.4.21) 



Num campo unifonne, p e E nao depcndcm de r; logo, F = 0 [mas, como vimos, existe 
■m torque sobrc o dipolo, dado pela (4.4.17)]. 

Por oulro lado, se o campo nSo e unifonne (campo inomogSneo), temos 

V « -p x E x {r) - Py E,(v) - p t E t (r) 

o que da uma forca nao-nula sobrc o dipolo (suposto fixo, isto e, com p independent dc r): 

F = Px grad E x (r) + p y grad E y (r) + p : grad E. (r) (4.4.22) 
n a a 

For exemplo, no eniorno de urn ponto em que p = p x e E = E x ( x ) x, ten'amos 



dE x - 
dx 



(4.4.23) 



o que tern uma intcrpretacao imcdiata: a forca resultante sobrc o par de cargas tcm nesse 
taso a dire^ao x c amplitude dada por 



F, (v +l)+F x W = q \E X (.v + /)- E x (x)) * ql^--- —' 



dx 



- P 



(4.4.24) 



Vcmos que o dipolo tende a se 
deslocar no sentido do campo crescente 
(d E,/dx > 0 ) , o que decorre, no caso 
geral, de 



F = grad(p-E) 



(4.4.25) 




Figura 4.13 Atragao de fragmento de 
papel por pente eletrizado 



e do que vimos: o gradiente aponta na 
dirccao do mdximo active. 

Podemos comprcender agora por que urn pente eletrizado atrai pedacinhos de 
papel (fig.4.13). Por inducao, o pente polariza urn fragmento de papel, criando urn dipolo, 
que e atrafdo para a regiao de campo mais intenso na vizinhanca das pontas do pente 
Oder das pontas", que voltara a ser discutido mais adiantc). 
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4.5 Circulacao e o rotacional 

Vimos que o cardter conservative do campo eletrostatico, que equivale a existen- 
cia do potencial V, se exprime tambem pelo fato de que, se V e qualquer curvafeehada 
(orientada) 



E dl = 0 



(4.5.1) 



ou seja, a circulagao do campo eletrico ao longo de T e igual a zero. 

Da mesnia forma que fizemos para a lei de Gauss, vamos procurar agora uma 
formulacdo local desse resultado. Para isso, vamos de infcio recapitular resultados ja" 
vistos sobre circulagao de urn tluido na hidrodinamica {Fis.Bds.l, Sec.2.6). Se v e o 
campo de vclocidades no cscoamcnto de urn tluido, a circulacao C r do fluido ao longo 
da curva fechada orientada V c definida por 



(4.5.2) 



Exemplo: Consideremos urn flui- 
do num recipicnte cilfndrico em rotacao 
n'gic'.a em torno do eixo z, com velocidade 
angular u). A velocidade num ponto P do 
circuito V da fig. 4.14 (cfrculo de raio p 
com centro no eixo) 6 



v(P) = G>p$ 



(4.5.3) 



Cr = <J>V-p</<t><i> = COp 2 
T 




o que da\ para a circulacao ao longo de T, 

</<(> = 2 co5 

(A s 4) 

v ""' Figura 4.14 Ouxko trio m rota?ao rigida 

onde 5 = np 2 6 a area contida dentro de T. Logo, a circulacao pormidade de area para 
esse circuito e" igual ao dobro da velocidade angular de rotacao do fluido. 

Vamos ver agora que esse resultado vale nao s6 para o circuito especial tornado, 
mas para qualquer circuito fechado de mesma orientacao no interior do fluido. Para isto, 
comeyamos por observar que a circulacao tern uma propriedade ad&va: se decompuser- 
mos urn circuito fechado T cm dois circuitos adjacentes T, e T : . unindo os pontos P e 
P ' [fig.4. 15(a)], a circulagao ao longo de T e a soma das circulacocs ao longo de T, e 
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T 2 . Com efeito, a contribuicao do arco PP ' se canccla, porquc ele e perconido duas vezes 
em senlidos opostos. Logo, 




/6\ 


T7 


[TT 






O 


o 






.0 




y 



p+Ap 




(a) (b) (c) 

Figura 4.15 (a) Propriedade aditiva da circulaQao; (b)Decomposi?ao de drcuito em malhas; (c) Circuito AT 



C r =£v-dl=<^ v dl + | r v dl=C f| +Cp 2 



(4.5.5) 



A fig. 4.15 (b) ilustra o falo dc que qualquer circuilo Y pode ser dccomposto cm 
malhas arbitrariamente pcquenas de mcsma orieniacao: pcla propriedade aditiva, a circu- 
hf5o sobre Y 6 a soma das circula?6es sobre as malhas da dccomposic3o: todas as 
comribuicScs de arcos intcmos sc cancelam duas a duas. Logo, basia dcierminar a circu- 
lafdo para umu malha infinitesimal, cujo valor pode variar de ponto a ponto (propriedade 
local). 

No exemplo do cilindro de fluido cm rotacao, tomando o circuito A Y da fig. 4.15 
c). com ccntro no eixo e num piano perpendicular a ele, a (4.5.3) da 

C M - = o) (p + Ap) • (p + Ap) A<(> - cop • pA<t> 

= (oA«t)[(p + Ap) 2 - p 2 ] = o)A({) ■ 2pAp= 2(0- AS 

onde AS € a drea conlida dcnlro dc A Y. Logo, para urn circuito infinitesimal. 



(4.5.6) 



que tern o mesmo valor cm qualquer ponto do fluido, e da uma caractcristica importante 
do cscoamento (velocidade angular). Usando a propriedade aditiva, recupcramos o rcsul- 
Qdo (4.5.4) acima para urn circuito finito. 

Urn campo de cscoamento de urn fluido chama-sc rotational ou irrotacional, 
conforme a circulacao por unidadc de area nos pontos do escoamento, seja * 0 ou = 0. 
No primeiro caso, urn elemento fluido centrado num ponto tern momento angular * 0 em 
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torno dele, ou seja, gira ao mesmo tempo que e transladado pelo movimento; no se- 
gundo caso, o momento angular dc cada particula fluida em lomo de scu centra e = 0. 




Um detector que distingue entre os dois casos e uma rodinha de pas colocada dentro do 
fluido: no primeiro caso, ela gira enquanto e transportada; ja no segundo, sofre transla^ao 
pura, scm girar. 

Para caracterizar localmente a circulacfio por unidade de drea, consideremos 
primeiro um rctangulo infinitesimo, e tomemos o piano dele como piano (.v,y), com cixos 




Ax x 

Figura 4.16 (a) Circulacao sobre retangulo infinitesimo; (b) Orientaooes positivas de circuitos 

nos tres pianos coordenados 



paralclos aos lados, de comprimcntos, respectivamcnte, A.v e Ay. Com a orientacao da 
fig. 4.16 (a), dl e paralelo a x sobre o lado 1 e antiparalclo sobre o lado 3, de modo que 
a circulacao corrcspondente a esses dois lados e 

C m + C ( ,, = A.v[v(l) • x - v(3) ■ x] = [v,(l) - v,(3)] A.x 

As coordenadas em 3 diferem das em 1 por um acrcscimo Ay infinitesimo. de forma que 
isto da 

C (1)+ C,, ) =A.r(-^Ay]=-^-AS J7 
onde A.S (> = AvAy 6 a area do circuito rctangular. Analogamcnte, 

C (2 , +C W =[v,(2)-v,(4)]Ay=feAx Ay = ^AS,, 



A circulacao por unidade de area sobre o circuito rctangular AT,, e entao 



AS.. 



3jc 



dy 



4 .5 Circula$3o e o rotacional 61 

(4.5.7) 



Resullados analogos valem para circuitos nos pianos (y,z) e (z,x); as orientates sao 
escolhidas sempre de tal forma que, vistos "de cima" dos eixos x,y ou z, os circuitos sao 
percorridos no sentido anti-hordrio [fig. 4.16 (b)]. 
Obtcmos entao (verifiquc!) 



AS 



J* 



c 



AT.. 



dz • AS, 



3^ 
dz 



3a 



(4.5.8) 



que resultam da (4.5.7) por permutacocs circulares; x -»>•—> z — > x . 

Por decomposicao em malhas retangulares infinitesimas, esses resultados se cs- 
tendem a circuitos de forma qualquer paralclos aos ires pianos coordenados. 

Considcremos agora um circuito orientado de forma triangular, AT„ , obli'quo aos 
z pianos coordenados, com a normal n ao 

piano do triangulo orientada de tal forma 
que, visto da exlremidrJe de n, o circuito 
AH, e descrito no sentido anti-horario, e 
sejam AS,, , AS v: e AS.., , as projecoes 
de AS,, (area interna a AC) sobre os tres 
pianos coordenados (fig. 4.17). Tcmos 
entao 




AS,, = AS, n z 
AS„ = AS,, ii x 
AS„ = AS,, n • y 



(4.5.9) 



Figura 4.17 Circuito triangular obli'quo aos eixos 



DO 



is a area da projecao do triangulo sobre um piano e a area dele multiplicada pelo coseno 
do angulo entrc as duas nonnais. Por outro lado, 

Cat, = Cat,. + C*r + C 



porque as contribuicoes dos pcrcursos sobre os eixos se cancelam duas a duas (fig. 4.17). 
Substituindo ncssa relacao os resultados (4.5.7) a (4.5.9), resulta 



C Ar . =1 



fry 








dv y \ . 


[dx- 




znAS„4 


(dy 


-^jx-nAS fl + 



ou seja, 
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AS. 



- n • rot v 



(4.5.10) 



6 a circulacao por unidade de area para orientacao arbitraria (no espa^o) dc n e para 
A r„ infinitesimo, onde 



rot v = 



far. 






y + 






I* 




ax J 


dx " 





(4.5.11) 



6 a exprcssao cm coordcnadas cartcsianas de um vetor cuja definicao intrinseca (inde- 
pendente da escolha das coordcnadas) rcsulta da (4.5.10): em lermos da eirculagao por 
unidade de area para uma area infbiit£sima(compaic com a definicao de div v como 
fluxo por unidade dc volume), tcmos 



n • rot v = lim I v dl I 

6S-idL&S AT -I 



(4.5.12) 



•n 



AS 



Af 



Figura 4.18 Contorno A I" 



onde Ar 6 o contomo do elemento de su- 
perficie AS (fig. 4.18) 

Ma uma diferenca sutil entre a 
definicao de n nesie caso e a da normal 
externa a uma superffcie fechada. A 
orientacao da normal externa nao depen- 
de de uma convencao, mas a dc n ncstc 
caso depende de uma convencao de 
orientacao: visto a partir da extrcmidade 
de n , o contorno Ar c pcrcorrido no sentido anti-hordrio. Como vimos no curso de 
Mecanica (Fisica Bdsica 1), isso implica que rot v c um vetor axial (o sentido de rot v 
depende de uma convencao de orientacao, como o sentido do produto vetorial). 

Decompondo uma superffcie qualqucr cm 
clcmcntos de superffcie, e lembrando que 
a soma das circulacoes em tomo dos ele- 
mentos da malha assim formada (todas dc 
mesma orientacao) c a circulacao em tor- 
no do contorno da malha, obtemos o teo- 
rema de Stokes 




Figura 4.19 Superficie Sr de contorno r. 



Lrotv^vd, 



(4.5.13) 



onde Sy € qualquer superffcie (nao necessariamente plana) de contorno Y (fig. 4.19). 
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Se 5i e 5z sao duas superficies diferentes 
que se apoiam sobrc T em semi-espacos 
opostos, temos entao 

|vdl = J rotvndS 
r 5, 



Figura 4.20 Superficies S, e S 2 de contorno comum 
ondc ( - T ) 6 T pcrconrido em sentido oposlo. Logo, 



9 v • dl = rot v • n dS = -<p v • 
r J -r J s 2 J r 



dl 



J rotvnJS = - rotvnJS {] rotv-nrfS = 0 
'S, % [ J s l +s 2 

Mas 5, + S 2 e uma supcrfi'cie fechada 5, cuja normal cxlcma 6 n. Logo, 
J ^ rot v • n dS = | rot V-hdS=\ div (rot v)dv = 0 



*5,+S 2 *5 "v 

qualquer que scja o volume V (volume dentro de S), o que s6 6 possivcl se 



div(rot v) = 0 



(4.5.14) 



para qualquer vetor v. Isto tambem decorre das definicoes cm tcrmos de componcntcs 
cartcsianas (verifiquc!). 

Por outro lado, vimos que o anulamento da circulacao, 



para todo circuito V numa regiao, e a condicao necessaria c suficicnte para que v "derive 
de urn potencial <p", ou seja, 



v = <jrad (p 



(4.5.15) 



Logo, para qualquer funcao escalar <p, v z a identidade 



rot (grad - 0 



(4.5.16) 



Novamente, isto tambem decorre das e;;pressoes em tcrmos das componentes cartcsianas 
1 verifique!). 
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Exemplo: Pcla (4.1.1 5), 
Logo, dcve ser (verifiquc!) 



grad r = r 



rot f = 0 



E definido por 



O operadcr V 



(le-se "del"). Opcrando sobre uma funcao cscalar/. 



O produto escalar com urn vctor v e 



3 9 9 
V • v = — v, +-r-v, + T" v i = div v 
dv dy * dz * 



Finalmente, 



y * 

dx dy dz 



V. 



= rot v 



(4.5.17) 



(4.5.18) 



(4.5.19) 



(4.5.20) 



que 6 um vctor axial, como o produto vctorial. 

Para qualquer funcao cscalar / e qualqucr vctor v, temos as identidades 



rot (grad /) = V x V/ = 0 



(4.5.21) 



div (rot v) = V • (V x v) = 0 



(4.5.22) 



Como V 6 um opercular cliferencial (como d/dx ), quando e aplicado a um produto de 
fatores, vale a regra de Leibnitz, ou seja, o resultado e a soma de V aplicada a cada fa tor, 
mantendo os outros constantes, o que indicamos pclo indice c: 



4.6 A forma local das equacoes da eletrostitica 
W/«)=V(jfi) + V(/ & ) = /V* + *V/ 
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ou seja, 



Analogamcnie, 



grad (fg) = f grad g + g grad / 



div(yv) = / div v + v • grad f 



rot(yv) = / rot v + grad fxv 



div(u x v) = v • rot u - u ■ rot v 



(4.5.23) 

(4.5.24) 
(4.5.25) 
(4.5.26) 



A demonstracao dessas identidades sera deixada como problema. 

4.6 A forma local das equacoes da eletrostdffica 

Ja vimos que a forma local da lei de Gauss e a equacao de Poisson para E, 

(ID 



div E = p / e 0 



(4.6.1) 



Vemos agora que a forma local da expressao da existencia do potencial 
( E - - grad V = campo conservative) e 



rot E = 0 



(I) 



(4.6.2) 



As equacoes (I) c (11) para E sao as equacoes locais do campo eletrostdtico, caso 
particular das equacoes de Maxwell correspondente a elctrostatica, descrevendo o campo 
gerado no vacuo por distribuiccles de cargas cstaticas (p = densidade volumctrica de carga). 

Hd uma fonnulacao equivalente cm termed do potencial eletrostiitico V. Da (I), 



E = -grad V 



(r) 



(4.6.3) 



S^bstituindo na (II), obtcmos 



onde 



div (grad v) = -p/e„ 



div (grad v) = V • (V V) = V 2 V s &V 



(4.6.4) 



define o operador Laplaciano 
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V 2 hA = 



a 2 



at 2 ay 2 ar 



+ 



Resulta a equagdo de Poisson para V, 



AV = -- 



Em particular, num ponto onde nao ha cargas, 



p = 0=» AV = 0 



(II') 



(4.6.5) 



(4.6.6) 



(4.6.7) 



que 6 a equagdo de Laplace para V. 

Combinando os resultados jd expostos sobrc as inlcrpretacocs fi'sicas dc div e 
grad, obtemos a 

Interpretagao ffsica do laplaciano 

Vimos que div v < 0 num ponto P implica em icr P o carater de urn "sorvedouro" 
dc linhas dc campo de v [tig. 3.25(b)]. 

Tomando v = grad(p , conclufmos entao que div v = A<p 6 < 0 em P quando /' se 
COtnporta como urn sorvedouro de linhas de campo de gradep . 

Mas sabemos que grad<p aponta para a dirccao de maxima active para (p. Logo, 
A(p (P) < 0 significa que cxistc em P uma concentracao do campo escalur (p, ou seja, 
que cp (/') 6 maior que a media de <p em pontos vizinhos, por exemplo. a mddia sobre 
uma esfera de raio R suficientemcnte pequeno com centro em P. que designaremos por 
A/*(<p,P): 

(4.6.8) 



(p(r) > A/«((p, P) {concentracao dc (p cm P) = A(p(P) < 0 



Analogamcnte, 



I A(p (P) > 0 = rarefacao de <p cm P = <f>(P) < M K (q.P) 



(4.6.9) 



Pela equa?ao de Poisson, Acp = - p/e 0 , o 1.° caso {concentracao) ocorre quan- 
do existc cm /' uma densidadc dc carga posiliva, p > 0: o 2.° (rarefacao de (p em P), 
quando p (P) < 0 . A equagao de condugao do color, que governa a distribuicao (campo) 
dc tcmperaturas num mcio condutor dc calor (como uma barra metalica) e 



— = KM (K>0)\ 



(4.6.10) 



onde T(P) e a lempcratura e / o tempo. Assin, se ST < 0 em P, existe em P uma 
concentracao de tempcraiura, e dT/dt < 0 . ou seja. a temperatuia em P tende a diminuir 
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com o tempo; se AT > 0 (rarefacao de T em P), T(P) tendera a aumenlar com /. A 
conducao do calor c um processo de unifonnizacdo da temperatura (analogamente para a 

difusdo). 

Por outro lado, se A<p (P) = 0 , q> nao tern ncm concentracao ncm rarefacao 

em P 



A(p(/>) = 0 = y(P) = M R (<p,P)\ 



(4.6.11) 



Em particular, V nao pode ter mdximos nem miniums numa regido onde nao ha 
cargas ( p = 0 ) : se cresce cm certas dirccoes, a partir de P, tern de decrescer em outras. 

Isso corrcsponde ao teorema de Earn- 
^ shaw da Sec. 3.4. Em uma dimensao, 

9 2 <p/3.v" mede a curvatura do gra- 
fico de cp(.v) (fig. 4.21). Em A, 
d 2 <p/9A- 2 < 0 e a curva esta acima da 
corda A' A'' que une pontos vizinhos 
(bem como do valor medio A ); em B, 

■*- x 3 2 <p/3.v 2 >0,ea curva esta abaixo da 

corda B'B" e do valor medio B. No 
ponto C, 3 2 (p/a.x 2 = 0 (ponto de inflc- 
xao: acima de um lado, abaixo do outro). 




Figura 4.21 Curvatura em diferentes 
pontos de uma curva. 



4.7 Potential de condutores 

Como vimos, cm qualquer ponto interno de um condutor, tern de scr E = 0. Logo, 
se 1 e 2 sao dois pontos intemos, 




a um condutof 



O volume do condutor e portanto um volume equipotencial. Em particular, sua superfine 
externa c uma supcrffcie equipotencial, o que concorda com o fato ja visto de que as 
linhas de for?a tern de ser ortogonais a ela ( E, ang = 0 na supcrffcie). 
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Considcremos cm particular um condutor oco, ou seja, com lima cavidade interna, 
c suponhamos tambem que nao exista carga dcntro da cavidade. 

Se tomarmos entao uma superfi'cie gaus- 
siana S coincidente com a supcrffcie in- 
terna do condutor, que limita a cavidade 
(fig. 4.23), teremos 




$> s = | B • n dS = 0 



(4.7.2) 



Figura 4.23 Condutor oco e superficie 
gaussiana S 




Figura 4.24 0 circuito T 



mas isto nao significa que nao poderia 
existir uma distribuicao dc carga superfi- 
cial sobre S Bastaria que sua densidade 
<J fosse compati'vel com carga total sobre 
S = 0. 

Teria de haver entao cargas + em algumas 
partes de S e - em outras partes. Linhas 
de forca teriam de iniciar-sc cm cargas + 
nas paredes e terminar cm cargas - (com 
E * 0 dcntro da cavidade). Mas sc com- 
pletassemos uma tal linha formando um 
circuito fechado F, com a parte adicio- 
nal passando por dcntro do condutor 
(onde E = 0 ), ten'amos (fig. 4.24) 



<fE-dl=J' : 



= E dl^O 



porque dl//E sobre a linha de t'orca. Isso contradiria a relacao basica (4.5.1). Logo, 

(i) Se nao hd cargas dentro da cavidade, nao pode haver cargas na 

superficie interna; 

(ii) E = 0 nao s6 no interior do material condutor, mas tambem em 

toda a cavidade. 

Vcmos assim que o rcsultado (ii) vale nao so para uma cavidade esferica (caso 
considcrado por Newton na gravitacao), mas tambem para uma cavidade de forma qual- 
qucr. Ele vale quaisqucr que scjam os campos eletrostaticos na regiao externa ao condutor, 
ou scja, a cavidade e blindada da acao de campos externos. 

Suponhamos agora que a carga puntiforme q esta dentro da cavidade, mas isolada 
(sem contato condutor com as paredes), ? que o condutor tem carga total = 0, ou seja, 
esta descarregado. 
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Nesse caso, como e sempre <t> s = 0 , as li- 
nhas de forca que emanam da carga q (su- 
posia positiva na fig. 4.25) tern de terminar 
em cargas negativas nas paredes internas da 
cavidade, ou seja, a carga total distribufda 
sobre a supcrffcie interna da cavidade e 
= - q. A carga +q que I he corresponde (car- 
ga total = 0) vai para a superffcie externa do 
condutor, de fornia consistcntc com o fluxo 
<t>s' atraves da superffcie externa, que tern de 
valer +q/e 0 . A separacao das cargas 
- q e + q no condutor pode ser considcrada 
como urn fenomeno dc inducao elelrostatica. Se jd existc uma carga inicial +Q no con- 
dutor, ela Ilea distribufda na superffcie externa e scu fluxo se superpde ao da carga +q. 

Contato entre condutores 
Consideremos dims csferas condutoras de raios n e r 2 cujos centros distant de 
uma distancia d » ( rj , r 2 ) . Se ambas estao inicialmcntc isoladas [fig. 4.26(a)] e tern 
cargas q t c q 2 , rcspcctivamcnte, seus polcnciais sao, com boa aproximacao (desprezando 
lermos q,/d cm confronto com qj/rj) 

<7i 



/ I \ X 

Figura 4.25 Condutor oco contendo carga q 



47t£ 0 ^/j d ) 47t£ 0 /-, 
2 4m 0 (r 2 + d 



4m 0 r 2 



(a) 




Figura 4.26 Esferas condutoras carregadas 
(a) isoladas; (b) ligadas 



4jie 0 r, ~ 4neor 2 



U/2 



q = q{ + q'2=qi\\ + ! ^\ \t&~ 



Se agora ligarmos as duas esferas por urn 
fio condutor niuho fino [fig. 4.26(b)], elas 
fonnarao um condutor unico, que tern de 
estar lodo no mcsmo potencial V. Nessas 
condicoes, a carga total q s q t + q 2 se 
redistribui entre cles, com cargas 
q'\ c q' 2 em cada um. Desprezando a 
contribuicao de cada condutor ao poten- 
cial do outro e a pcrturbacao do fio, tere- 
mos, entao, aproximadamentc 



<l>\ 



92 = 



c l>2 
r \ + >2 
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As densidades superficiais de carga sao dadas por 



<h = 



4nr; 



4Jir 2 2 . 



o 2 <& 



5l 


r 2 


o 2 


'i 



(4.7.3) 




Logo, a densidade de carga e inversamente proportional ao raw de curvatura da super- 
ficie condutora. 

Por outro lado, o campo na superfi'cic do 
condutor 6 dado por O/fco , de forma que 
a mesma distribuicao vale para o campo. 
Isso explica o poder das pontas: o campo 
+ \ T ^ elctrico torna-se mais intenso na vizi- 

nhanca de uma ponta, onde o raio de cur- 
Figura 4.27 Poder das pontas vatura do condutor diminui (fig. 4.27). 

Na atmosfera existem normalmente ions (atomos ou moleculas sao ionizados pela 
radioatividade natural do solo e por raios cosmicos). O campo intenso no ar perto de uma 
ponta atrai ions de carga oposta e rcpele os de mesmo sinal; a aceleracao que adquirem 
pode ser suficientc para produzir outros ions por colisao, desencadeando urn processo de 
avalanche, que tende a descarregar o condutor; podc produzir luminosidade ("efeito co- 
rona") ou ate fafscas. 

A rigidez dieletrica do ar (campo maximo que pode subsislir na atmosfera scm 

produzir descarga) e da ordem de 3 x 10 fi V/m . 

O fato de que nao ha cargas na parede 
interna de urn condutor oco carregado foi 
obscrvado por B. Franklin em 1755, sus- 
pendendo urn pedacinho de rolha por urn 
fio de seda e colocando-o dentro de uma 
lata carrcgada (fig. 428). e foi por ele 
transmitido a Joseph Priestley, que, lcm- 
brando-sc do resultado dos "Principia" c 
tendo rcpetido a experiencia cm 1766, 
concluiu no ano seguinte que a inlcracao 




Figura 4.28 Experiencia de Priestley 



clctrostalica devia scr pioporcional a ; . como a gravitacionaL 

Cavendish redescobriu esse argumcnto cm 1773. 12 anos ar experien- 
cias de Coulomb. Vimos que os resultados numa cavidade dcatro de urn condutor 
decorrem diretamcntc de n = 2 numa lei em r~". Maxwell, repetindo a experiencia em 
1873 com maior precisao, concluiu que I n - 2 I < 5 x 10 _s ; Plimpton e Lawton, em 
1936, obtivcram I n - 2 I < 2 x 1(T 9 , e experiencias mais receHes ieduziram a diferenca 
a valores < 10" ,fi ! 
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Uma forma equivalcnte de enunciar esse resultado. na cletrodinamica quantica, e 
dizendo que a "a massa de repouso" do foton e = 0. Sabemos atualmente que essa massa 
€ <5x 10~*°g ! 

Se introduzirmos uma carga q deniro da cavidade, como vimos, apareccm cargas 
-q e q nas superficies interna e externa, respectivamente. Se tocarmos a parede interna 
com a carga q, ela neutraliza a carga - q , e o efeito global 6 o mesmo que o de transferir 
q ao condutor. Isso vale qualquer que scja a carga Q ja cxistente no condutor. 

Essa € a base do funcionamento do gerador eletrostdtico de van de Craajf (cm 
kigar de tocar a parede, a transferencia da carga se dd pelo efeito corona). E o que permite 
devar gradualmcntc o potencial do terminal do gcrador, que acaba sendo limitado apenas 
pela rigidcz dieletrica da atmosfera que o envolve (nitrogenio sob pressao, no caso do 
fcndem"). Atingem-se assim potenciais da ordem de 10 a 20 MV no terminal. Urn 
gerador "tandem" desse tipo funciona na Univcrsidade de Sao Paulo. 

4.8 Energia eletrosffdffica 

Para estabelccer uma dctcrminada configuracao de cargas, e prcciso rcalizar tra- 
balho contra as forcas cletricas entre as cargas (por exemplo, se tiverem todas o mesmo 
sinal, elas se repelem). Pela conservacao da energia, esse trabalho deve ficar armazenado 
na configuracao. Aonde? 

A resposta e diferente conformc adotemos o ponto de vista da acao a distancia 
ou o ponto de vista do campo. Do ponto de vista da acao a distancia, a energia permanece 
■nazenada nits cargas, sob a forma de energia potencial de interacao entre elas. A 'ere- 
mos na Sec. 5.5 que, do outro ponto de vista, a energia Ilea armazenada no campo, ou 
seja, em todo o espaco onde existc campo. Esses pontos de vista sao equivalentes na 
ektrostatica (mas nao na eletrodinamica!). 

Cdlculo da energia potent ial 
Para uma carga puntiforme q num ponto x dc urn campo preestabelccido de 
potencial V( x ) , sabemos que a energia potencial 6 

U(x) = qV(x) 

Para obter U associado a uma configu- 
racao de cargas puntiformes (fig. 4.29), 
temos de levar em conta que a presenca 
de cada carga muda o campo sobre as ou- 
tras. Para isso imaginamos trazer as car- 
gas sucessivamente uma a uma, do infi- 
nito (onde o potencial e nulo) para a 
posicao que vao ocupar. Os rcsultados 
sao os seguintcs: 




q 2 

Figura 4.29 Configura?ao de cargas 



O potencidl eletrostatico 



Carga 



q* 
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Trabalho neccssdrio 



4k £o r l2 



4k Eo ns r*» 



4rceo 
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e assim por diantc (se houver mais cargas), ondc r,j e a dislancia enlrc x, e x, . 
Logo, a encrgia potencial da configuracHo 6 



_ y mj _ i y 



(4.8.1) 



que 6 a soma de todas as interacoes enlrc pares de cargas. Na segunda somatdria, cada 
par 6 contado duas vezes: daf o fator 1/2. 

Tambdm podcmos escrevcr cstc resultado como 



V 



(4.8.2) 



onde V; 6 o potencial na posicao da carga i, devido a todas as demais cargas. A gcncra- 
lizacao a uma distribuicao contfnua c 



V 



Mr)</v 



(4.8.3) 



Exemplo: Uma csfera de raio R uniformemente carrcgada, com densidade volumetrica p, 
pode ser "construfda" como uma cebola, por cascas succssivas (fig. 430). Para uma casca, 

onde V(r) 6 o potencial da carga 
q(r) , concentrada no centro da esfcra. 
Como 




q(r) = ^Jir J p 



rcsulta: 



Figura 4.30 Contribuicao de uma 
casca esferica. 



dq = \%r~dr ■ p 
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o que da 



ou scja, 



4ji£ 0 r 3 £ 0 



J o 3 e„ J 0 3 Eq 5 



P = 



4 



P" = 



9Q 2 



(4k) V 



3 Q 2 
l/ = - 



5 4ne u R 



(4.8.4) 



>nde Qea carga total da esfera. 

Uma aplica^ao dessc resultado a fissao nuclear aparece no Problema 8. 



PROBLEMAS 

1. Urn par do cargas puntifomics + 2q c -q cstao scparadas per uma distancia /. Mostrc 
que a superficic equipotencial V= 0 6 uma esfera c determine 0 seu centra e raio. 

2. Uma esfera de raio R esta uniformcmente carregada, com carga total q. (a) Determine 
o potential Vem pontos intcmos c cxternos a esfera e trace urn grafico de Vcm funcio da distancia 
■o centro. (b) Tomando q = - e , com uma carga puntiforme + e no centra da esfera como modclo 
P«ra o dtomo de hidrogenio, qua) € a exprcssao do potencial ncste caso? 

3. Determine a encrgia potencial U( r) de uma carga puntiforme q num ponto r de urn 
campo cletrostatico uniforme E. 

4. Uma carga puntiforme q encontra-se no prolongamento do eixo de um dipolo de 
■omento p, a uma distancia z do dipolo muito maior que as dimensoes do mesmo. (a) Calculc a 
energia potencial da carga no campo eletrostatico do dipolo. (b) Calcule a forca exercida pela carga 
*obre o dipolo. (c) A molecula de HCI e polar, com momcnto de dipolo permanente de 
3.48 x 10" Cm. Com que forca atua sobre um eletron alinhado com ela, a uma distancia dc 
. 'A'.' A forca e atrativa ou repulsiva? 
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5. Calcule a cncrgia p<Hcncial de intcracao cntrc dois dipolos pi e p 2 , sendo r o vetor 
dc posicao dc pj cm rclacao a pi (com I rl muito maior que as dimensoes dos dipolos). (a) Obtcnha 
o resultado geral. (b) Particularize para dipolos alinhados com r, paralclos ou antiparalelos. (c) 
Particularize para dipolos pcrpendiculares a r, paralclos ou antiparalelos. Qual das qualro situacocs 
em (b) e (c) 6 encrgeticamente favorecida? (d) Nesse caso mais favorecido, calculc a cncrgia de 
intcracdo dipolar enlre duas moleculas dc dgua a distancia de 5 A uma da outra c comparc-a com 
a energia termica kT a temperatura ambienle. O momento de dipolo cldlrico pcrmanente de uma 
molecula de dgua 6 de 6,2 x 10" JO C • m . 

6. Em suas eclebres experiencias de 1906 que levaram a descobcrta do nucleo atomico, 
Rutherford bombardcou uma fina folha dc ouro (niimcro alomico 79) com parti'culas a (niiclcos 
dc He, de carga 2e), produzidas por uma fonte radioativa, c obscrvou que algumas dclas chegavam 
a scr dcflctidas para tnis. A cncrgia cinctica inicial das a era de 7.68 MeV. Considcrc uma colisao 
frontal entre uma parti'cula a e um nucleo dc ouro, na qual cla 6 rctrocspalhada. Qual c a distancia 
de minima aproximaeao entre as duas parti'culas carrcgadas'.' Rutherford cstimou que o raio do 
nucleo deveria ser da ordem dessa distancia. 

7. No modclo dc Bohr para o dtomo dc hidrogenio (Cap. 2, Probl. 3), calcule: (a) a razao 
da cncrgia potencial eletrostatica do eletron a sua cncrgia cincStica; (b) a energia ncccssaria para 
ionizar o atomo, em eletron-volts. 

8. Uma gota h'quida de raio R, uniformemente carregada com carga Q, divide-se em 
duas, de raios e cargas iguais, que se separam e se afastam ate ficar a grande distancia uma da 
outra. (a) Qual e a variacao da energia potencial eletrostatica ncssc processo? (b) Sc adotasscmos 
esse modelo para a fissao do U 235 , admitindo que ele pudesse sc fissionar dessa forma, qual seria 
a energia liberada na fissao, em MeV? Calcule o raio do nucleo pela formula: R = 1,3 x A ' F, 
onde IF (fermi) = 10" 13 cm e A e o numero de massa (n.° dc protons + n.° de neutrons). 

9. Demonstre as identidades (4.5.24) a (4.5.26). 

10. Uma casca hemisfcrica de raio # cstd uni- 
formemente carregada com carga positiva de 
densidadc superficial o. 

(a) Ache o potencial V(0) no ponto central O 
[tomando V( *> ) = 0] 

(b) Uma parti'cula de massa m e carga q po- 
sitiva c colocada no ponto O e largada a partir 
do repouso. A que velocidade a paru'cula tcn- 
dera quando sc afastar muito dc O? 

11. Um balao dc borracha de raio R csta carregado com carga Q, distribui'da uniforme- 
mente sobrc sua supcrffcic. 

(a) Determine a energia eletrostatica total contida no campo. 

(b) Calculando a variagao dessa energia para uma variacao infinitesimal dR do raio, demonstre 
que a for?a eletrostatica radial por unidadc de area, na superficie do balao. 6 igual a densidadc de 
energia eletrostdtica na supcrficic. 
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capacitAncia 
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dieletricos 



Em 1746, o ffsico holandes Reter van Musschcnbrock, professor em Leiden, 
estava tcntando introduzir carga etttlica na agua de am rccipienlc, ligada a urn cano 
mclalico carrcgado, atravds de um Ho de cobre mcrgulhado na dgua. Urn csludante estava 
segurando o recipiente, enquanto Pieter carregava o cilindro por alrito. Quando o estu- 
dante csbarrou no cano com a oulra mao, levou um violcnto choque! Repetiram a expe- 
riencia, trocando de papeis, c Pieter levou um choque ainda maior (o estudanle se des- 
forrou...). 

Assim foi descobcrta a "garrafa de Leiden", o primciro capacitor (ou "condensa- 
dor"), capaz de armazenar carga clctrica. 



5.1 Capacitor piano 



q I + + + + + + 



+ + + + + +i 

rr 



-a 



U.LUJ.L.U 



-Q 



Figura 5.1 Capacitor piano 
•os, desprczando os "efeitos de beirada" nas bordas dos pianos. 



Consideremos um par de placas me'alicas 
planas paralelas carrcgadas com cargas 
+Q e - Q, respectivamentc (fig. 5.1), por 
cxemplo, por estarem ligadas aos tcrmi- 
nais de uma bateria, confonne vercmos 
no cap. 6. Se a distancia d entrc as placas 
6 muito menor que as dimensoes das pla- 
cas, podemos trata-las, em primeira apro- 
xima?ao, como se fosscm pianos infini- 
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Sabemos entao (superposicao dos campos das duas placas) que o campo eletrico 
entre as placas pode ser considerado como uniforme com 



(5.1.1) 



onde A e a area das placas. 

A diferenca de potential V entre as placas e 



V = V + -V_ = J Ed\ = Ed 



(5.1.2) 



pois E aponta no sentido da placa posiliva para a r.cgativa. Logo, 



(5.1.3) 



6 proporcional a carga Q da placa positiva. 

Essa proporcional idade vale para qualqucr par de condutores (de forma qualquer 
entre os quais sc cstabelece uma diferenca de potencial V. cm conseqiicncia de carrcga-los 
com cargas ± Q , o que decorre do princi'pio de supcrposicao. 

O coeficientc de proporcionalidade inverse de Q cm relacao a V, chama-se ca 
pacilancia C do par de condutores, que se diz constituir urn capacitor. Q chama-se carga 
do capacitor. 



V 



(5.1.4) 



Para C suficientcmcnte grande, a (5.1.4) mostra que urn capacitor pcrmite armazenar uma 
carga Q grande com V pequeno. 

Para urn capacitor piano, pela (5.1.3), 



C = 



E 0 A 



(5.1.5) 



desprczando efeitos de bordas. Note que o fator 4k nao aparcce nessa formula, devido 
escolha de k feita na (2.3.2). 

A unidade de capacitancia, o farad (F), e definida por 



1 C 
I V 



si F 



(5.1.6) 



Vemos pelo resultado adma que as dimensoes de C sao dadas por 
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[C] = [e 0 ] [L] 



de modo que a constante e 0 da lei dc Coulomb pode scr medida em farads/metro. Seu 
valor e 



£ 0 = 8,85xl0 -12 F/m 



(5.1.7) 



Assim, para ter C = IF com urn capacitor de placas planas paralelas e d = 1 mm, 
precisariamos de uma area das placas 

Eo 8,85 xlO" 12 

o que corresponde a ccrca de 100 km ! Isso moslra que IF e uma unidadc muilo grande 
de capacitancia; as mais usadas sao o |iF e o pl- 

5.2 Capacitor cilindrico 




-b- - - - 

Figura 5.2 Capacitor cilindrico 



E formado por dois cilindros coaxiais, de 
raios ae b (fig. 5.2). Ja vimos que o cam- 
po nesse caso c da f'onna (cf. Se9. 3.5) 



E = £(p)p = ^p 



(5.2.1) 



ondc p c o vetor unitario radial num piano 
transversal e B e uma constante. Pela 
(3.5.3), 



e 0 a 2ti«/e 0 



Q 



B = 



~ E(b) c 0 b 2n 



Q 
2nlc 0 



(5.2.2) 



onde / c o comprimento do capacitor (derprezando efeitos de beirada). 
A diferenca de potencial entre as placas do capacitor e 
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V = V + - V_ = \~E(p) dp = = B\a{^ 



o que da, pela (5.2.2), 



(5.2.3) 



A garrafa de Leiden era um capacitor deste tipo (mas com vidro entre as placas, feitas 
em geral de folha dc aluminio). 

Sc b = a + d , com d « a (d = distancia entre as placas), vein 





_ d 
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V a J 



e fica 



2tw ■ /£q e^A 



onde A = 2nal 6 a area da superfi'cie lateral do cilindro, mostrando que o capacitor 
cih'ndrico 6 como um capacitor piano "enrolado". Para dimensoes da ordem ti'pica de uma 
"garrafa" de Leiden, / = 20 cm ; a = 5 cm ; d = 1 mm. resulta 

C - ^"IT'XMBXHT" m 56x „ r ,„ F= 560pF 

5.3 Capacitor esferico ^ 

E formado por um par dc csfcras condutoras conccntricas dc raios R t e R 2 (fig. 
5.3). Neste caso. 




E = £(r) f = 



Q 



47iE 0 r 2 



v = v,-v 2 = 



Q 



l l 



Figura 5.3 Capacitor esferico 



__Q_(R^R L ) 

4n£ 0 { R,R 2 f 

o que da (note que aqui, com simctria 
ferica, 4n aparece) 



i es- 



C = 4ne 0 



A - R, 
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(5.3.1) 



Se R 2 R, - d « R u obtemos novamente como limitc a (5.1.5) (vcrifique!). 

Em particular, se a esfera externa esta suficientemente afastada ( R 2 oo ) 
obtemos a capacitancia C de uma esfera de raio R: 



C = 4nc„R 



(5.3.2) 



As linhas de forca nesse caso vao da supcrffcie da esfera ao "infinito". Urn excmplo € a 
Terra, cujo raio e" R = 6,37 x 10 3 km, o que da 

C , «47tX6,37X UfxSJSSX I0 |; 1- = 7.1X |() J h = 710M H 

o que 6 bastan.e grande para podcrmos escoar bas.ante carga para a terra sera alterar 
apreciavclmente o seu potencial ("ligacao terra"). 

5.4 Associates de capacitores 



c. 




f A fig- 5.4 mostra urn exemplo de conexdo 

em paralelo, cujos terminals podem estar 

ligados, por exemplo, aos p6Ios de uma 

\ bateria, que mantem entre eles a diferenca 

de potencial V. 
Figura 5.4 Conexao em paralelo 

As placas superiores formam urn condutor unico, de carga total 

Q = G + Q : + Q 3 
c potencial V,. ; igualmentc para as inferiores, com - Q e V_ , e 

Qx=c,v 

Q 2 =C 2 V Q = (c x +C 2 +C 7 )v, ondcV = V + ~V_ 
Q 3 =C 3 V 

Logo, o conjunto e equivalcnt e a urn capacitor unic o, de capacitancia equivalente 



C = C l + C 2+ ... + C N 



(5.4.1) 



no caso, N = 3). Note que C > Max ( C, , C 2 , . . . , C N ) . 
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+Q 



1 



-Q — 



+Q 



-Q 



Figura 5.5 Conexao em serie 



Vejamos agora a conexao em serie, repre- 
scntada na fig. 5.5. Nesse sistema, cada 
um dos conjuntos intermediaries, tais 
como a e b na figura, forma um condutor 
unico, inicialmente neutro, no qual as car- 
gas +Q e - Q sao separadas por induca* 
A diferenfa de potencial tolal entre as cx- 
tremidades /\ e P- 6 



is 

., 

x- 



Q Q Q Q 

y _v_ = v = — + — + — = — 

C*2 Cy C 



Logo, 



j L + J_ + , 1 

C C, C 2 C N 



Note que C < Min ( Q , C 2 , . . . ,Cn) ■ 

5.5 Energia eleffrostdtica armazenada 



(5.4.2) 




Consideremos a carga gradual do capaci- 
tor por uma bateria. Num instante em que 
a carga ja armazenada e q, a diferenca de 
potencial instantanea entre as placas e 



Figura 5.6 Carga de um capacitor 



e a bateria realiza um tralalho vdq para transferir uma carga adicional dq. Logo, 

dU = ,dq^ { V^dU^qdq^ 



</=0 



o que da 



U = Q- = ±-CV 2 =±Q\ 



2C 2 



(5.5.1) 



para a energia total armazenada ate atingir a carga final Q. 



5.5 Energia elelrostcStica armazenada 



Para um capacitor piano, isto leva a 
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(5.5.2) 



Ncssa cxpressao, Ad 6 o volume do cspaco entre as placas do capacitor, no qual o campo 
eletrico Ilea confinado (desprezando os efeitos dc bordas). 

Logo, podemos pensar na energia como estando armuzenada no campo, no es- 
paco entre as placas, com uma densidade de energia 



(5.5.3) 



Consideremos agora uma esfera conduiora (isolada) com carga Q. Tratando-a como um 
capacitor, a energia potencial armazenada e 



2C Ske 0 R 



(5.5.4) 



o que tambem resulta de ser 



V = 



Q 



o potencial na supcrfi'cie, e de ser 



jVadS = ~QV 



a energia potencial das cargas distribui'das na supcrfi'cie com densidade a. 

Do ponto de vista de campo, consideran'amos que a energia estd armazenada em 
lodo o cspaco externa a esfera, ondc E * 0 . Se admilirmos que a (5.5.3) permanece 
valida, seria 

,,<r)-^E*(r)-^-£-4 
2 2 16rc^Eor 

num ponto r a distancia r = I rl do centro, pois 

E(r) = — f-jr 

Logo, a energia contida numa camada esferica de raio r e espessura dr seria 
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q2 

cIU(r) = 4nr 2 dr u(r) = V , dr 



8jie 0 r" 



e a energia total contida no campo scria 



8ra- 0 J R r 2 



U = 



Q 1 



87te 0 /? 



o que concorda com o valor anterior (5.5.4). 

Esses exemplos ilustram uni resuliado geral. A expressao geral (4.8.3) da energia 
potcncial, obtida do ponto de vista de sua anr.azenagem nas cargas, pode ser transformada 
numa expressao cm que ela aparccc como armazenada no campo: 



(5.5.5) 



Demonstrafao: Partindo da cquacao de Poisson (4.6.1), 

divE = - e - 

substituimos p na primcira integral por e 0 div E: 

t/ = yJV(r)divE«/i- 
Aplicamos agora a identidade (4.5.24), 

div ( fv) =/div v + v • grad f 



que da: 



div (V E) = I'div R + E • grad V= Vdiv E - E : 
U V = YJ + y |d>v {VE)dv 



onde integramos sobre urn volume v limitado por uma superfi'cie 5, por exemplo, uma 
esfcra de raio R. Pclo teorema da divergencia, 



J div(VE)</v = |v(r)E(r) dS 



Se afastarmos a supcrficie S indefinidamcnte, V ( r ) sobre 5 cai como 1 //?, E ( r ) cai como 
MR 1 e dS cresce como R 2 . Logo, a j s cai como MR e tende a zero para R -> <*> . 



5.5 Ene'3ia eletrostitica atmazenada 
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Rcsulta 



U= E f\E 2 (r)dv 



onde integramos sobrc todo o espaco, o que demonstra a (5.5.5). 

Energia propria ("self-energy") de uma cargo puntiforme 

Vimos que uma carga de dimensdes da ordem dc R vista a uma distancia » R 
be comporta como se fosse puntiforme. Uma distribuicao csfcricamcnte simdtrica atua 
exatamente como se toda a carga estivesse conccntrada no scu centra. 

Vimos que, neste caso, para uma distribuicao csfcrica volumdtrica uniforme de 
raio R, a (4.8.4) da 



Q 2 



5 4ra: 0 K 

e. para uma distribuicao de carga superficial (esfera condutora), a (5.5.4) da 



U = - 



1 Q 



2 47ie 0 /? 



Em ambos os casos, 



U ~ 



Q' 



e diverge para R —> 0 . ou seja, para uma carga "realmcntc" puntiforme. Essa e uma 
dificuldadc basica do eletromagnetismo classico, se tentamios aplica-lo, microscopica- 
mente, a uma parti'cula que se acredita ser "realmente" puntiforme. como o eletron. 

Scgundo a relatividade restrita, a energia tern inercia, ou seja, a uma energia U 
csta associada uma massa incrcial (cf. Fi'sica Basica 4) 



U 



m = 



(5.5.6) 



onde c 6 a velocidade da luz no vdcuo. Se procurassemos imaginar urn modclo classico 
para o eldtron, atribuindo a toda a sua massa origem eletromagnctica, deveriamos tcr, 
para urn modclo csfeYico de raio r 0 , do elytron. 



e 2 j 


f 


4ne 0 /- 0 c 2 


> '0~ , 2 
4jt£ 0 m e c 



(5.5.7) 



onde m e = 9,1 1 x 10 " kg e a massa do eletron. Isso daria 
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9xl0 9 x(l,6xl(r 19 ) 2 
r 0 5 — ~ 2,8x 10~ i:, m 

9,llxl0- 3l x(3xl0 8 ) 

que se chama o raio cldssico do eletron. 

As forgas coulombianas rcpulsivas enire elementos de carga de mesmo sinal nao 
permitiriam a existencia de urn modelo estdvel para o cldtron (teorema de Earnshaw), scm 
a intervencao de for9as dc outra nalureza para contrabalancar a repulsao. Nao faria sen- 
tido, pordm, urn modelo cldssico para uma pam'cula como o cldtron: jd bcm antes 
chegar a escala dc dislancias da ordem de r 0 , efeitos quanticos se manifestam. A teoria 
quantica, porem, tanibdm encontra dificuldades para fonnular urn modelo puntiforme de 
eletron. 

Energia de condutores carregados 
Quando aplicamos a cxpressao 

U = j\p(r) V(v)dv 



a um sistema de N condutores carregados, temos de substiluir p dv — > a i/Se intcgrar 
sobre as superficies Si , S 2 , . ■ . , Sn de todos os condutores, o que dd 




(5.5.8) 



Mas, sobre a superf'fcie S;, V = V, =constante. Logo, 



(5.5.9) 



onde Qi i a carga do condutor i, distribuida sobre S, . Em particular, para um capacitor, 
com cargas ± Q , 



u = {q{v i -v_) = ^qv 



onde V 6 a diferenca dc polcncial entre as duas placas. Isso dd outra demonstracao do 
rcsultado (5.5.1). 

Ha uma dife-enya importante entre a (5.5.9) c a cxpressao 

I 



5.5 Energia eletrostjtica armazenada 
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para a energia de interagao entre cargas puntiformes, obtida na Sec. 4.8. Naquele caso, 
U reprcsenta somente a energia de interagao entre pares de cargas, e V, e o potential na 
carga q, devido as outras cargas qj{j*i) . Na (5.5.9), porem, U 6 a energia total do 
■Sterna, e V, 6 o potencial do condutor devido a todas as cargas, inclusive aquelas dis- 
tribufdas sobre ele proprio. 

Energia potencial de cargas num campo externa 

Se (p,- = <p ( r, ) e o potencial do campo externo E = - V (p na posicao da carga 
q , temos neste caso 




(5.5.10) 



confonnc dccorre da definicao do potential. Note a ausencia do fator 1/2 nesse caso. 

Forca ponderomotriz sobre a superficie de um condutor 

Considcrcmos um elemcnto de carga 
dq = a dS contido num elemcnto de su- 
perficie dS de um condutor (fig. 5.7). Vi- 
mos apos a (3.5.11) que o campo na su- 
perficie 6 metade devido a dS c metade 
devido a distribui?ao de carga sobre o 
rcsto do condutor. Esta carga devida ao 
rcsto do condutor excrce uma forfa sobre 




Figura 5.7 Elemento de superficie 
de um condutor carregado 



dq, dada por 



a a 
dF = dq — n = — n JS 



2e„ 



2e„ 



onde an/( 2t 0 ) c o campo devido ao resto do condutor. Note que dF tern sempre a 
diieyfto e sentido da normal externa n independentemente do sinal de a, pois e propor- 
tional a o 2 . ! 

Essa forca ponderomotriz equivale a uma tensao (forca por unidade de superficie) 



dF o 2 . £ 0 [ o ] . e 0 _ 2 » 



(5.5.11) 



onde uea densidade de energia (5.5.3) num ponto vizinho a dS. 
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-dF 




Figura 5.8 Atracao entre as placas 
de urn capacitor piano 



dF 



Num capacitor piano, como n € dirigido para 
dentro, essa tensao (fig. 5.8) representa uma 
forca atrativa entre as placas (atracao entre 
as cargas Q c - Q). Se quisermos aunicntar 
dc bd a scparaciio entre as placas, mantendo 
Q constante (ou seja, com as placas isola- 
das), a forca externa F„, aplicada tcm de 
realizar um trabalho contra essa forca atra- 
tiva ( Fexi = - F ) dado por 

A(Sd) = u 8v = 8 1/ 



onde 5V e a variacSo do volume entre as placas c hU c a variacao da encrgia elctrostatica 
armazenada neste volume. Assim, a forca atrativa entre as placas (mantidas isoladas!) € 

F 



-F al = -5(7 / 5d 



Pelas (5.5.1) e (5.5.2), 



Q 2 Q 



U= 2C = H^ d 



F = — 



Q 2 



2e 0 A 



(5.5.12) 



5.6 Dieleffricos 

Ate agora, so discutimos campos elctricos no vacuo ou na presenca de conduto- 
res, dentro dos quais E = 0. Que acontcce com o campo na presenfa de um material 
isolante? 

Cavendish (em 1773) e Faraday, independcntcmente, em 1837, descobriram que 
a capacitancia de um capacitor aumenta quando se coloca um isolante entre as placas. Se 
o espa?o entre as placas estivcr totalmcnte preenchido pelo isolante, a capacitancia au- 
menta por um fator K que s6 dcpendc da naturcza do material isolante, e nao da forma 
ou tipo dc capacitor, conforme mostra a experiencia. Esse fator chama-se constante die- 
Ulrica do isolante, e este tambem 6 chamado de dieletrico: 



C = K C n 



(5.6.1) 



onde Co se re fere ao vacuo (para o qual, portanto, ic = 1) 

Valores de K para alguns materials tfpicus 



Substlncia 


Ar 

latm. 20°C 


Agua clesiihulo 
2CTC 


ViJro 


Quartzo 


Haquelile 


Porcelana 


Papcl 


K 


1,00059 


80,4 


-4a 10 


- 5 


4.9 


- 6,5 a 7 


3,7 



5.6 Dieletncos 

Por que razao C aumcnta? Antes de colocarmos o dieletrico, tfnhamos 
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Figura 5.9 Capacitor piano com dieletrico 



V 

K 



0 = QV = 

onde consideramos um capacitor piano 
(fig. 5.9). Com o dieletrico, a carga Q das 
placas nao mudou, mas C 0 — > Co K . Logo, 
e a voltagem (tensao) V (diferenca de po- 
tencial entre as placas) que devc ter cafdo 
por um fa tor 1 /k: 

(5.6.2) 



Mas V = -Je • dl. Logo, e o campo E que devc ter-se reduzido: E 0 -» E 0 /K (Em- 
fcora ainda nao tenhamos definido E dentro do meio, podemos tomd-lo do lado de fora, 
como na fig. 5.9, onde a lamina dieletrica 6 um pouco mais curta que as placas). 

No pequcno intervalo entre o dieletrico e cada placa. porem, o campo ainda devc 
ser Eo = a/e 0 , porquc a densidade superficial a nas placas nao mudou. 0 que nao muda 
o campo da placa. Logo, ao atravessar a mpeiflcie do dieletrico. o campo (que 6 per- 
pendicular a ela), sofrc uma descontinuidade 

ni2-(E 2 -E,) = E 0 -E = 

=4i--j=(k-.)e 

onde rii2 6 o vetor unitdrio da normal a 
interface entre o dieletrico (meio 1) e o 

vacuo (meio 2), orientado no scntido 
Figura 5.10 Superficie gaussiana . _ „ 

1 —* L. lomando uma superficie gaussia- 
na cilmdrica, como na fig. 5.10, o fluxo que cntra pela base inferior 6 portanto mcnor do 
*je aquele que sai pela base superior. Pela lei de Gauss, 

",2 " (Ej - E, ) dS = dq p / ^ = a p dS / e„ (5.6.4) 

o que indica a presen9a, sobre a base superior da lamina, de uma densidade de carga 
(positiva) superficial o p , com 

(5.6.5) 




c r =e 0 (^ 0 -£) = e 0 (K-l)£ 



onde Ceo campo elctrico no interior do meio. 

Analogamente, na base inferior da lamina dieletrica, deve existir uma densidade 
negativa correspondente, - a p : a lamina, como um todo, se mantem neutra. 
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Vemos que o efeito e analogo ao da inducao eleirostdiica, que ocorreria se a 
lamina fosse condutora. Entretanto, num condutor, os eleirons se deslocam livremente, 
explicando o efeito de inducao, ao passo que num isolanlc nao ha eleirons livres: os 
eletrons estao ligados a atomos ou moleculas, formando sistcmas neuiros. 

Como ja vimos, porem, a aplicacao dc um campo elctrico a urn sistcma ncutro 
tende a produzir um momeniO de dipolo eletrico numa molecula nao-polar, ou a alinhar 
o dipolo com o campo, numa molecula polar (Sec 4.4). 

Para ver de que maneira isso da origem as dcnsidades de carga superficial 
± a P , consideremos as conscqiicncias da polahzacdo (criacao de momenlos de dipolo) 

dc moleculas nao-polares, sob a acao do 
campo dentro do dielctrico. A aplicacao 
do campo produz um deslocamento (fig. 
- 5.11) das cargas positivas na direcao de 
E c das negativas no senlido oposto, 
criando o dipolo. Mesmo na escala mi- 
crosc6pica, esse deslocamenlo d extrcma- 
mente pequeno, porque os campos E apli- 
Figura 5.11 Cria?ao de um dipolo cados iC-rn intensidades lipicamente mui- 

tissimo menores que os campos inlraalomicos: por exemplo. a ordem dc grandeza do 
campo do prolon sobre o eletron no alomo dc H (raio - 0.5 A = j X 10"'° m ) e 




E = 0 



9xl0 9 x(l.6xl0-' 9 ) 



-6x.0"^= 6GV ' 



m 



cm 



Mesmo um campo aplicado de 60 kV/cm. cxlremamenic intenso do ponto dc visla 
macroscopico, ainda c da ordem de 10 s vczes menor, e produz um deskx-amcnto de carga 
~ 10~ 5 vezes o raio alomico. 

Num material com moleculas polares (gas ou h'quido, por exemplo), o alinha- 
mcnto num campo aplicado tambem produz uma polarizacao prefcrencial na direcao 
do campo (discutido na Sec. 11.5 para o caso magnetico). 

Um elenicnlo dc superficie orienlada 
dS = ndS (n = versor da normal) dentro 
do dielctrico e atravessado (fig. 5.12) por 
uma carga total dq como consequenci; 
deste deslocamento. Essa carga varia cor 
a orientacao n da mesma forma que o tlu 
xo de fluido atraves de uma superfi'cie dS 
no escoamento de um fluido, ou seja, 
Figura 5.12 Fluxo de carga atraves de dS como o fiuxo de um vetor P: 




dq = P • dS = P n dS = P„ dS 



5.6 Dielinicos 89 
(5.6.6) 



ondc P tern a direcao do deslocamento das cargas ( P // E) para um nicio isotrdpico 
(existcm meios anisotropics, cm que isto nao acontccc, mas nao vamos considera-los) c 
lem dimensoes de [dq/dS], ou seja dc uma densidade superficial de carga. 



©-©..©© 

© © ©r# 



dv 



ii 



--©■©©-©• 

©!©©©! 



©-©-©^^■©■■(g.g) 



Figura 5.13 Polarizagao homogenea 



Consideremos primeiro, para simplificar, 
o caso em que a polarizacao 6 homogenea 
(a mesma em qualquer elemento de volu- 
me). Nesse caso, para um elemento de 
volume dv totalmcnte inlerno ao dieletri- 
co, nao ha variacao dc sua carga total, 
pois a carga que o atravessa para fora 
atraves da base superior e compensada 
pela que cntra atraves da base inferior. 



Mas isso nao acontece na supeiffcie do dieletrico: faltam vizinhos de um lado, 
de forma que nao ha compensacao. Pela definicao de P, a carga nao-compensada na 
supeiffcie e, para um elemento dS, 



dq = P„ dS = a p dS { 



a = P = n • P 



(5.6.7) 



dS 



Figura 5.14 Cilindro polarizado 

dp - i{dq)d = %<s p (dS) d = Pi dv - Vdv 
ondc dv e o volume do cilindro. Logo, 



que tern sinais opostos no topo da cama- 
da, onde n e paralclo aP(a^ = +P)e 
na base, onde c antiparalelo ( o p = -P) . 
Note que n e oricntada para fora do die- 
letrico (fig. 5.13). 

Isso explica o aparccimento das densida- 
des de carga a r , que se chamam cargas 
de polarizacao. Se considcrarmos um ci- 
lindro que vai do lopo da camada a sua 
base, ele adquitc cntao um momenio de 
dipolo elctrico (fig. 5.14) 



P = 



dp 

dv 



(5.6.8) 



0 vetor P chama-sc polarizacao diclelrica: vcmos que represcnta o momenio de dipolo 
par unidadc de volume induzido pclo campo dentro do meio isolante. 
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Qual 6 a relacao entre a polarizacao P e o campo E? Para obtc-la, precisamos de 
um modelo microscopico da estrutura do dieletrico, a fim de obtcr o momento de dipolo 
criado pelo campo, ou seja, a resposta de cada atomo ou molecula ao campo aplicado. 
Isso requer o emprego da mccanica quantica. 

Entretanto, como ja vimos, para campos aplicados tfpicos, a perturbacao que 
produzem e muito pequena em confronto com os campos intra-atomicos. O resultado e 
que a polarizacao 6 proportional ao campo aplicado, uma especie de analogo atomico 
da lei de Hooke (dcslocamento a partir do equilfbrio proporcional a forca aplicada): 



P = X e 0 K 



(5.6.9) 



onde X e uma constante numerica caracleristica do material, denominada susceptibilidade 
dieletrico (para campos muito intcnsos, isto deixa de scr vcrdade, podendo aparcccr efei- 
los nao-lineares, proporcionais a E : , E 3 , . . . , o que tambem 6 andlogo aos desvios da 
lei de Hooke). 
Finalmente, resulta 

(5.6.10) 



ou seja. 



K=l + X 



(5.6.11) 



o que relaciona a constante dieletrica do material com a sua susceptibilidade. 

As cargas de polarizacao o r sao tambem chamadas de cargas ligadas, porque 
resultam de cargas ligadas a atomos e molcculas, em contraposicao as cargas livres sobre 
condutorcs (devidas a eletrons livres), como as cargas das placas mctalicas do capacitor, 
que sao livres para se deslocarem. Todas as cargas, livres e ligadas, tern de ser levadas 
em conta no calculo do campo cletrico E. 

Polarizar-ao inomogenea 
Se a polarizacao varia de ponto a ponto dentro do dieletfico, por scr ele inomo- 
geneo, deixa de scr vcrdade que as cargas de polarizacao s6 apareccm na supcrffcie. 

Com efeito, nesse caso, pela definicao 
de P, a carga total que sai de um volume 
Av situado dentro do dieletrico, atravds 
de sua superfi'cie AS (Fig. 5.15), em 
consequencia de sua polariza9ao pelo 
campo, e 




Figura 5.15 Volume dentro 
de um dieletrico 



P n</S= (divP)jv 



onde n e o versor da normal externa. 
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Logo, pela conservacao da carga total, sc P = P( r) , com div P * 0 (caso ino- 
mogeneo), a carga contida dcntrq.de A v , como conseqiiencia da polarizacao, € 

A<7 = -| divPJi- 

o que equivale a uma densidade vohimitrica dc carga de polarizacao. 



p = -div P 



(5.6.12) 

Se, alem disso, existirem dentro do dieldlrico cargas livres de densidade volum&rica p 
(por excmplo, cargas no ar. que c urn dielctrico), a densidade de carga total que gera o 
campo E € p + p, , de forma que a equacao de Poisson Ilea 



div E = 



P+P, 



_P 



-divP 



(5.6.13) 



Como P = £oX E, pela (5.6.10), podemos reescrevcr a (5.6.13) cm funcao apenas da 
densidade de carga livre p: 



div[(l + x)K] = £ = div(icE) = div D 



(5.6.14) 



onde dcfinimos o novo campo (vetor deslocamento eletrico) 



J P » *E 1 (5.6.15) 
A (5.6.14) c a equacao de Poisson no interior de urn dielctrico. Note que % e K perma- 
aecem dentro de div (...), porque, no caso inomogeneo, variam de ponto a ponto. 
Por outro lado, o campo E continua sendo conservative, ou scja. 



rot E = 0 



(5.6.16) 

As (5.6.14) e (5.6.16) dao a forma local das equacoes bdsicas da eletrostdtica mm meio 
dielctrico xeral, onde K podc variar dc ponto a ponto. Sao as equacoes de Maxwell da 
eletrostdtica. 



r- — 1 


1 

K> 1 E 

+ + -» + + + + 


lf E K=1 

I 

+ x + 


1 \ 



Figura 5.16 Capadtor semi-preendiido 
por dieletrico 



Exemplo 

Considcrcmos (Hg. 5.16) urn capacitor de 
placas planas paralelas mctade do qual 6 
preenchida com urn dieletrico (x > 1 ), 
a outra mctade nao ( ic = 1 ). As placas 
metahcas sao cquipotenciais. Logo, sua 
diferen9a.de potencial V define urn cam- 
po E uniforme, E = V/d, 0 mesmo nas 
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duas metades. Assim. E = a/e „ onde aea densidade superficial de carga (livre) na 
metade da placa inferior ondc k = 1 . 

Na outra metade, porem, o mesmn E rcsulta da soma da carga livre com a carga 
dc polarizayao. que tern sinal oposto e vale, como vimos, 

o„ / e<, = - (k - 1) E = E - k E = E - [(kg) / e 0 ] 

Logo. 

E = (a p + kg >/e 0 
e a carga livre na outra metade da placa tern densidade superficial kg . Assim. a carga to- 
tal da placa e 

Q = ya+ A 2 ko= ^(k+ QoA = |(k+ l)e (l /\ E = ^ < K + ~j v 

o que da 

lc = ^(K4l)^ (5.6.17. I 

O resultado 6 equivalente a associacao em paralelo de dois capacitorcs de area A/2, urn 
com dieletrico e o oulro scm. como e natural. 

Note que o campo eletrico langencial a lamina dieliftrica se conscrva na interlace, 
ao conlrario da components normal a lamina nas bases superior e inferior, no caso cm 
que o dieletrico nao preenche toda a cavidade [cf. (5.6.3)]. 

Energia 

0 raeiocinio anterior, em que calculamos a energia armazenada num capacitor 
pelo trabalho necessario para carregd-lo, permanece valido, ou seja. continua valcndo 

u = \cv' 

Mas C aumenla por urn falor k na presenca de um dieletrico (para o mesmo V). 
Logo, a densidade de energia do campo dentro do dieletrico c 

2 I 

um falor k maior do que no vacuo. 

E preciso realizar um trabalho maior para chegar a mcsma carga total, porque 
parte dele e gasta em polarizar (ou orientar) o material. I'icando armazenada como energia 
interna das moleculas polarizadas (como a energia armazenada numa mola distendida. no 
caso da lei de Hookc). 
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5.7 Condicoes de contorno 

A interface entre dois meios difcrcntcs, como a lamina dieletrica e o ar na fig. 
5.10, 6 (una "superfi'cie de descontinuidadc". Do ponlo de vista microsedpico, e na rcali- 
dade uma camuda de transicHo, de espessura ti'pica da ordem de algumas camadas ato- 
micas, onde as propriedades do mcio variant continuanicnte entre as de urn dos meios e 
as do outro, mas de forma tiio rapida na escala macroscopica que a idealizamos por uma 
superfi'cie de descontinuidadc. 

Ao aplicar a lei de Gauss na fig. 5.10, 
tomamos como superfi'cie A 5 urn cilindro 
achatado, de base dS e altura (perpendi- 
cular a interface) /;, onde h, que poderia 
ser identificado com a espessura da carna- 
ge , da de transicao, tende a zero. A base su- 
perior do cilindro esta no mcio 2 c a in- 
Figura 5.17 Superficie gaussiana f er ior em 1; n, 2 c o versor da normal, 
oricntada de 1 — > 2 . Como o fluxo atraves da supeiffcie lateral —> 0 com ft, o fluxo 
total atraves de 5 e como na (5.6.4), 
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E • n dS = ii, , • (E-. - E, ) ■ dS = Urn (div E • Av) 
AS ' *->0 



onde A v = h ■ dS . Resulta 



limj'i div E) = n 12 • (E 2 - E, )s Div E 



(5.7.1) 



onde Div E chama-se a divergencia superficial de E. 

Como as fontes de E sao todas as cargas (livres e de polarizacao), pela (5.6.13), 

div E= (p+pj/eo 



e temos 



lim (A div E) - ^ Hm [ft(p+ pj] = ^(o+ «,) 



onde cr e o p sao as densidades superficial* de carga livre e de carga de polarizacao, 
rcspectivamcnle. 

Logo, a forma limite da equacao de Poisson para E liuma superfi'cie de descon- 
tinuidade entre dois meios e 



DivE = n l2 ■{E 2 -E i ) = (a+a p )/e 0 



(5.7.2) 



CctpdCi'.drxjd ? ccpdL tore. Dretetncoi 



0 resultado da (5.6.4) e um caso particular, em que a = 0. 

A divergencia superficial de um vetor inede a descontinuidade da sua compo- 
nente normal ao atravcssar a superffcie de descontinuidade. 

Ja para o vetor D. cujas fontes, pela (5.6.14). sao apenas as cargas livres 



divD = - => WvD = ii|2-(D 2 -D,)= — 



(5.7.3) 



onde o e a densidade superficial de carga livrc na interface. 

Em particular, se nao ha cargas superficial livres na interlace entre os meios 1 e 
2. resulta 

n, , (D, - D, ) = D u - D l n = 0 (5.7.4) 

ou seja. a coinponenle normal D it de D e contfnua na interface (sem carga livre) entre 
dois meios. ao passo que a components normal de E e descontinua. devido as cargas su- 
perficiais do polari/acao. o ; , . Isso e bem visfvel no diagrama de linhas de forca da fig. 
5.9: as linhas dc forca dc E sao mais densas fora do que dentro do meio. ao passo que as I 
de D seriam continuas. 



Meio 2 




Podemos proceder de forma analoga com 
a circulacao 



IK 



,11 



Figura 5.18 Circuito A I 



de E ao longo de um circuito fechado Af" 
de altura h c lados Al situados um em 
cada meio. Na circulacao. intervem apenas a componente de E tangent ial a superffcie. 



Meio 2 




Figura 5.19 Vetores unitarios na interface 



Aplicando o teorema de Stokes a circula- 
cao de E ao longo dc AI~, e desprezando 
a contribuicao dos lados de altura h 
( h — > 0 ), vem 



I EdI = E 2 -t A/-E,tA/= I rot E - N rf.S = N ■ 



= N-rotE/7A/ = N-rotEA5 
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le t e o vcrsor da tangente a Ar no meio 2 e N e o versor da normal a area 
AS = h A I contida dentro de Ar. 

Por conscguinte, para h -> 0, 



(E 2 -E,)-i = (/irotE)-N 



Vemos pcla fig. da pg. anterior que 



t = N x n,j 



o que d^i 



(E 2 - E,) • t = (E 2 - E,) • (N x n 12 ) = n 12 x (E 2 - E.) • N 



(5.7.5) 



(5.7.6) 



(5.7.7) 



usando a invariancia do produto misto de 3 vetores por permutacao circular. 

Comparando com a (5.7.5) e notando que a orientacao de N num piano paralelo 
a interface e arbitraria, conclumios que* 



^lim (h rot E) = ii 12 x(e 2 - E,)s Rot E 



(5.7.8) 



onde Rot E, o rotational superficial de E, mede, portanto, a descontinuidade na compo- 
nente tangential de E. 

Como o campo elctrosuitico e sempre inotacional, rot E = 0 , obtcmos 



Rot E = n 12 x(E 2 -E,) = 0 



(5.7.9) 



ou scja, a componente tangential do campo eletrostdtico e sempre conttnua, 

Juntamentccomacquacaon, 2 ■ (E2 - Ej) = (o + a, )/Eo , que dd a descon- 
tinuidade na componente normal, esta condicao define inteiramcntc ( E: - E, ); o con- 
junto destas duas equacdes £ chamado de condicoes de contorno. Vemos que representa 
simplesmentc a forma limite das equacoes de Maxwell para div E e rot E, numa superffcie 
de descontinuidade cntre dois meios difcrentes: o comportamento do campo 6 inteiramen- 
le descrito pelas equacdes de Maxwell (inclusive neste caso limite). 



Scndo sempre iQ ■ 15 1 2 = 0 , poderia haver uma componente de h rot E paralcla a n 12 . Porcm, tomando Oz paralelo 
a ni2 , cssa eomponcnle seria 

que 0 com h t porquc as derivadas de E cm direcdes tangenciais a interface pcrmanecem finiias. 



96 Capacitancia e dspacitoes. Diel£tricos 

Em particular, se o meio 1 6 um condutor (Ei = 0 ), e «« s n aponta para fora 
dele, obtemos na superfi'cie, 



n l2 xE 2 = nxE = 0 



(5.7.10) 



ou seja, o eampo E e normal a superffcie do condutor, e 



n., • E, = n E=£ = o/e„ 



(5.7.11) 



que 6 o rcsultado (3.5.11) para o campo na superffcie de um condutor. 
Vcmos ainda, que, na superffcie de descontinuidade, 



lim ih V) = n r Z) 



(5.7.12) 



onde D 6 o operador de diferenga, 



■D [E] s E 2 - E, 



(5.7.13) 



Asm in. 



div E = n 12 ■ D [E] 
rot E = n l2 x X> [E] 



(5.7.14) 



PROBLEMAS 

1. Na experiencia de Millikan, uma gota dc oleo microscopica, de 2pm de raio, 6 intro- 
duzida cntrc as placas de um capacitor piano, cujo espacamcnto e dc 5 cm. A densidade do oleo 
e de 0,78 g/cm . Com as placas inicialmente descarregadas, observa-se que a gota cai, atingindo, 
devido a resistencia do ar, uma velocidadc terminal constante V. Quando se aplica entre as placas 
uma diferenca dc potencial de 40 kV, com o campo elctrico orientado para cima, vcrifica-sc que 
a vclocidade dc qucda duplica. Qual e o sinal c o valor da carga, em unidades da carga do eletron? 

2. Dois capacitores, de capacilancias C e 2C, estao carregados com a mcsma carga Q c 
inicialmente isolados um do outro. Se as placas ncgativas de ambos forem ligadas a terra e as 
positivas ligadas uma a outra, (a) qual sera o potencial final das placas positivas? (b) qual 6 a 
variacao de energia ncstc processo? (c) que acontcce com essa energia? 
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3. Na ponte de capacitdncias da figura, o clc- 
tromctro E dctccta a diferenca de potencial 
cnlrc os dois pontos entre os quais esta ligado. 
Mostre que, quando a leitura de E e zero, vale 
a relacao 

que pode scr usada para medir C i em funciio 
de Cz c da razao C3/C4 • 



4. Moslrc que 6 possfvel substituir o 
sistema de capacitores da figura por um 
unico capacitor equivalente cnlrc os 
pontos a c b c calcule a capacilancia 
deste capacitor. 



a • 





5. Ache a capacilancia equivalente 
ao sistema da figura, entre os pontos a e b. 



6. Ache a capacilancia equivalente ao sistema 
infinite) de capacitores da figura, entre os pontos 
a c b. Sugcstao: Note que a capacilancia a dircita 
da linha vertical intcrrompida equivalc a do sis- 
tema todo, por scr clc infinito 




7. Um capacitor de placas paralclas de area A e espacatnento D tern, inserida entre clas, 
uma lamina de dicletrico de mesma area A, de conslantc diclclrica K e espessura d < D . Demons- 
ire que a capacitancia do sistema c a mesma que a de um capacitor de espacamcnto D - d , com 
ar entre as placas, cm serie com um capacitor de espacamcnto d, todo preenchido com o dieletrico 
Jc constante diclclrica K . 
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8. Urn capacitor esferico de raio intemo a e raio cxtcmo b tern o espaco entre as placas 
lotalmcntc prccnchido por duas camadas concenlricas de dieletricos difcrcntcs superpostas, uma 
dc cspcssura c-a c consianic dicldtrica K|, e outra de espessura b-c c consianie dicletrica K2- 
Calculc a capacitancia deste capacitor. 

9. O espaco entrc as placas (dc drea A) de urn 
capacitor piano cstd prccnchido por duas ca- 
madas diclctricas adjacentes, de espcssuras d\ e 
di e constantcs dicldtricas Ki e K2, respectiva- 
mcntc. A difcrcnca de potencial entre as pla- 
cas d Ve o campo aponta dc 1 para 2. Ache: 

(a) A capacitancia C do capacitor. 

(b) A dcnsidadc superficial de carga livrc a 
nas placas. 

10. Uma esfera de material dieletrico homogenco com constante dieletrica K, dc raio a, 
esta uniformcmente carregada com densidade volumetrica dc carga p. 

(a) Calcule o vetor campo eletrico E dentro e fora da esfera. 

(b) Ache a difcrcnca de potencial V entre o centro e a superffcie da esfera. 
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CORRENTE 
ELETRICA 



6.1 Intensidade e densidade de corrente 

Se ligarmos por um fio mctalico as placas dc um capacitor carregado, nao pode 
haver equilibrio eletrostatico, pois as cxtrcmidades do fio condutor estao com potenciais 
difcrcntes. Sabemos o que acontece: uma corrente eUtrica passa atraves do fio quando a 
conexao c feita. Essa corrente resulta do movimenlo de eletrons livres, que se deslocam 
da placa negativa a positiva atrave\s do fio. Entretanto, por razoes hisioricas (SC9. 2. l),con- 
vencionou-se definir conio sentido da corrente aquclc que corresponderia ao deslocamento 
de cargas positivas (oposto ao sentido do movimento dos eletrons). 

A intensidade i da corrente atraves de uma dada seccao do fio condutor e definida 
conio a quantidade de cargo que atravessa esta seccao por unidade de tempo: 



dt 



(6.1.1) 



A unidade de correnie no SI £ 0 ampere, que sera delinido mais larde (Cap. 8) cm termos do 
qua! dcr'inimos 0 coulomb. Numa corrente de 1A, a sccyao do fio 6 atravessada 
.1 cada segundo por 1C de carga. equivalentc a 

1C 1C 

— = ^— = 6,2x10' 8 eletrons 

e 1.6xlO _l9 C 



Podemos considerar, em lugar de uma seccao transversal, uma seccao obh'qua de 
orientacao qualquer. Em particular, considerando um elemento de area dS cujo versor da 



100 



Corrente elitliCJ 




nomial n define essa orientac^o, a corren- 
te di que o atravessa pode ser considcrada 
como o fluxo atraves de dS dc urn vetor 
j (tig. 6.1): 



di = j • n dS 



(6.1.2) 



Figura 6.1 Fluxo de corrente 

onde j tem a diix^ao c o scntido que corresponderiam ao movimento das cargas jxisitivas. 
O vetor j chama-se densidade de corrente: venios que csta associado a corrente por 
unidade de area, c suas unidades sao A/m . 

Os portadores da corrente podem ser de vdrios lipos, conforme a nalureza do 
meio em que passa a corrente. Nuni metal, conforme foi mencionado, sao os cldtrons. 
Num tubo de descarga gasosa (como uma Ifimpada tluorescente), os portadores sao lanto 
eldtrons como tons positivos do g&&, que sc dcslocam em senlidos opostos sob a acao do 
campo da descarga. Num elettolito, como uma solucao de HC1 em agua, os portadores 
sao fons positivos H + e ncgativos Cl~. 

Suponhamos primciro, para simplificar, 
que os portadores sejam todos do mcsmo 
tipo e se desloqucm a mesma velocidade 
v. Nesse caso, a carga total que atraves- 
sara dS durante um intervalo de tempo dt 
e a carga contida num cilindro de base dS 
e geratrizes \dt (fig. 6.2), cujo volume e 




vdt 

Figura 6.2 Cilindro de carga 



dv = vdt - n dS 

Sc p e a densidade volymetrica de carga associada aos portadores, a carga total contida 
em dv e dq = pdv. Logo, a contribuicao a corrente sera 

(6.1.3) 



di = p v • i"i </ 5 



e, comparando com a cxprcssao acima, vcmos que 

j = pv 



(6.1.4) 



Sc a carga dos portadores € q e a densidade de portadores (ni'iinero de portadores por 
unidade de volume) 6 n, temos 



p = m 



(6.1.5) 



j = n q v 



(6.1.6) 




101 



Podemos agora imediatamcnte generalizar essa expressao a uma situacao em 
que existam diferentcs grupos de portadorcs movendo-se com velocidadcs diferenles. 
Se m e o numero dc portadores com carga q, e velocidade V; por unidade de volume 
w = 1,2, ...), teremos 



onde a soma se estende a todos os grupos de portadorcs de cargas. 

Ex.: sabemos que urn corpo macroscopico neutro e formado dc cargas (eldtrons, 
protons, ...) agrcgadas em atomos c moleculas. Quando esse corpo se desloca como urn 
todo, nao ha corrente elclrica associada, porquc as dcnsidades de corrcnte associadas a 
cargas positivas e ncgativas se cancclain. 

6.2 Conservaccio da carga e equacao da continuidade 

Urn prina'pio tao geral quanto o da conservacao da cnergia e para o qual tambdm 
nao se encontrou ate" hoje ncnhunia violacao 6 o da conservagao da carga eletrica: a 
carga total (soma algdbrica das cargas) de urn sistema isolado nunca se altera. E possi'vel 
r ou aniquilar cargas, mas sempre de forma consistcnte com esse princfpio. 

Por exemplo, em processos envolvcndo energias elevadas, um cldtron e urn p6- 
sitron (cargas - e e + e) podcm sofrcr um processo de aniquilacao. dando origcm a lotons 
(raios y), que sao parli'culas neutras. Reciprocamenle, a energia de um f6ton de raios y, 
passando atravcs da materia, pode convcrter-se num par elytron-positron (criacdo de 
pares). Ncsses processos, parli'culas carrcgadas sao criadas ou aniquiladas, mas sempre 
de forma consistcnte com a conservacao da carga total. 




(6.1.7) 




Consideremos cntao um volume arbitrario 
V limitado por uma superlTcie S, e seja n 
o versor da normal externa a S (fig. 6.3). 
Pela definicao de j, o tluxo j> jxnJS 



Figure 6.3 Volume de integragao 



A 

n 



rcprcscnta a quantidade total de carga que 
xai dc V por unidade de tempo alraves de 
S, num dado instante; a quantidade que 
sai durante um intervalo dt 6 




s 



Mas, pela lei de conservacao da carga, isso rcprcscnta tambem a redugao - dq da carga 
total contida dentro dc V no instante considcrado, ou scja, 
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Conente el£trica 



onde 



-1 



- J pdv 



(6.2.1) 



(6.2.2) 



6 a carga rota/ contida dentro dc V num dado instanlc (p = dcnsidadc volumdlrica). 
Tomando para V urn volume fixo. 



%4 1* 

dt J v dt 



(6.2.3) 



Por oulro lado, pelo teorema da divergencia, 



^ j n dS- J div jdv 



(6.2.4) 



Identificando as duas expressoes, como o resullado deve valer qualquer que seja V, ob- 
temos a forma local do principio de conservagao da carga eletrica. 



(6.2.5) 



que se chama equacdo da continuidade. Um resultado analogo se obtem na hidrodinamica 
para o escoamento de um fluido (Fisica Bdsica 2, Sef. 2.2), ondc pea densidade de 
massa e j = p v a conente; nesle caso cxprime a conservagao da massa do fluido. 

Um exemplo 6 a polarizacao de um dielcirico. Vimos que, neste caso, quando o 
meio se polariza, cada elemcnio de superlTcie, dS = n dS6 atravessado por uma quan- 
tidade de carga de polarizacao. 

dq p = P dS = P n dS 



Logo, a densidade de conente de polarizacao 6 



^ dt 



(6.2.6) 



Por outro lado, vimos que, num diel£trico inomogeneo, aparece uma densidade volumi- 
trica de carga de polarizacao p r dada pela (5.6.12), 



p„ = -div P 



(6.2.7) 



Desses dois resultados decorre que 
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div i p =~ 



r 



(6.2.8) 



dt 



ou seja, as cargas dc polarizacao obedecem a equacao da continuidade. 

Diz-se que uma distribuicSo de correntes e estaciondria quando ela nao varia com 
o tempo. Nao se usa a expressao "estatica" porque correntes estao associadas a cargas em 



Se uma correntc e estaciondria, devemos tcr 3 p/3 t = 0; logo, a equacao da 
continuidade l'ica 



Como sabemos, isso implica que as linhas de corrente (linhas de campo do vetor j) nao 
tern fontcs nem sorvedouros: ou sao fechadas, ou tcriam de come9ar e tcrminar no infinito 
("fechadas no infinito"). Outra vez, isso e andlogo ao escoamento estaciondrio de urn 
fluido. 

A forma integral desse resultado e 



ou seja, para correntes estacionarias, o fluxo total de correntc alravtSs de uma supcrlTcic 
techada c = 0: toda a corrente que cntra tern de sair. Essa 6 a origem de uma das lets de 
Kirchhojfna tcoria de circuitos cldtricos, que vcrcmos no Capftulo 10. 



A corrente dcntro de urn mcio material resulta da resposta das partfculas carrc- 
gadas deste meio as forcas a elas aplicadas; em geral, interessa-nos a resposta a urn campo 
elcuico. 

Essa resposta (relacao entrc j e E) depende da natureza do meio material; por 
isto, chama-sc uma equacao constitutive). Urn exemplo ja visto e a relacao entre P e E 
num dieletrico: para um meio linear, homogeneo e isotrdpico, vimos que e dada por 
P = £ 0 X E , onde a susccptibilidade eletrica % & uma constante caracten'stica do material. 

Para uma grande variedadc de materials isotrdpicos liquidos e solidos (nao para 
gases), a relacao e dada pela lei de Ohm (formulada em 1826, por analogia com a lei de 
conducao do calor): 



movimento. E o "regime de escoamento" que e estacionario. 



div j = 0 



(6.2.9) 




(6.2.10) 



6.3 Lei de Ohm e condutividade 



j = a E 



(6.3.1) 



onde a constante o, caracten'stica do material, chama-se condutividade eletrica do material. 



1 04 Conente eletrica 
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Considcrcmos (fig. 6.4), um trecho dl dc 
um fio condutor de scccao transversal 5 
sobre o qual a corrente j e longitudinal e 
homogcnca (a mesma cm qualquer ponto 
da scccao 5); pela lei de Ohm, o mesmo 
acontece com o campo. 



Figura 6.4 Trecho de fio condutor 

A difcrenca dc potencial dV entre as secedes inicial A e final B € 



V A -V B m<fV 



= JVdl = 



Edl 



(6.3.2) 



pois E e" uniforme e paralelo a dl (note que esla 6 a queda de potencial no sentido da 
corrente). 

Por definicao, a intensidade da conente que atravessa esse trecho do fio 6 



i=ljhdS= jS = aES 



Logo, 



dV = -d, 



(6.3.3) 



(6.3.4) 



Figura 6.5 Fio de seccao constante 



e, se o fio tern seccao constante, obtemos, 
para um comprimento / dc fio, entre os 
pontos A e B (fig. 6.5) 



V A -V a mV = Ri 



onde 



(6.3.5) 



(6.3.6) 



chama-se a resistincto do fio entre os pontos A e B\ p = I/O ^ a resistividode do 
material. Vemos que a resistencia de uma porcao do fio e diretamentc proporcional ao 
scu comprimento c invcrsamcnte proporcional a area da scccao transversal do fio. 
A unidade de medida da resistencia chama-se ohm e rcprcscnta-se por Q: 



rv 

1A 



(6.3.7) 



6.3 Lei de Ohm e condutividade 



ou seja, uma correntc de 1A produz, numa resistcncia dc 1Q, uma qucda dc potencial de 
IV. Como [p] = [ R] ■ [LI, a unidade de medida de p 6 lQ-m (ohm-metro). 

Para uma ampla gama de substancias, e urn fato experimental que a resistividade 
• ana, com boa aproximacao, linearmente com a temperature, dentro de uma larga faixa 
de tcmperaturas: 



p=Po[l + a(r-7" 0 )] 



(6.3.8) 



onde pea resistividade a temperatura T e p 0 6 a resistividade a temperatura T n . A 
constante a chama-se coejlciente de temperatura da resistividade. E geralmente positiva 
para metais (p aumcnta com 7), mas assume valores negativos para materiais semicon- 
tutores. Consideraremos geralmente tcmperaturas nao muito distantcs da temperatura 
anibicntc. A tcmperaturas geralmente bem mais baixas, podem ocorrcr cfeitos novos, tais 
como a superccmdutividadcj o desaparecimento brusco da resistencia abaixo de uma tem- 
peratura cn'tica (Sec. 6.6). 

A resistividade varia por muitas ordens de grandeza conforme a natureza do 
Material, sendo casos extremos os bons condutores, como o cobre, e isolantes como o 
quartzo, cujas resistividades difcrem por fatorcs > 10 20 ! 



Metais 



Semicon- 
dutores 



Isolantes { 



Material 


p a 20°C 
cm Q - m 


a (a 2()°C) 


Cobre 


1,7 x 10 -8 


- 4 x 10-' 


Praia 


1,6 x 10" 8 


~ 4 x 10" 3 


Alunu'nio 


2,8 x 10" 8 


~ 4 x 10"-' 


Feno 


10 x 10" 8 


- 5 a 6 x lO" 3 


Chumbo 


22 x 10" 8 


~ 4 x 10"' 


Silfcio 
puro 


- 3 x 10' 


~ -7 x 10" 2 


Germanio 


- 10 


- - 5 x 10' 2 


Vidro 


~ 10'° a I0 ,J 




Quartzo 
fundido 


- 10'" 




Papcl 


- 10' 2 a 10 lfi 




Borracha 
dura 


- 10 lfi 





a < 0 
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6.4 Modelo cinetico para a lei de Ohm 

Embora modclos microscopicos para a origcm dc constantcs materials dcvam 
basear-se na mccanica quantica, e util ter uma idcia qualitativa da origem da lei de Ohm, 
ainda que com base na fi'sica classica, da mesma forma que e util consiruir urn modelo 
microsc6pico de um gris na teoria cinctica dos gases, com base na mccanica classica. 
Enlretanto, e preciso estar scmpre consciente das limitacocs de um tal modelo (cf. Sec. 6.5). 

Vimos que uma corrente de 1A corresponde a passagem de ~ I0 l9 el&rons por 
scgundo atraves da sec^ao de um fio condutor. Num metal como o cobre, um elytron por 
dtomo (elytron de Valencia) esta muito fracamente ligado ao rcsto do dtomoe "pcrambula" 
pela rede cristalina, o que lcvou a ideia de "el&rons livres" como portadorcs de carga na 
corrente de conducao metalica. 



{Densidadc do cobre : 8,92 g /cm 3 
Massa atomica do cobre = 63,5 => 1 mol = 63,5 g 



o. , / 3 8,92 
n. de moles / cm = -tt-z 
to ,5 



Numero de atomos/mol = A = 6,02 x 10 



23 



numero dc atomos 8,92 „ „-,-> 

5 = 6,02xl0 23 x— — = 8,5xl0 22 

tear 63,5 

ou seja, 

" = 8,5 x 10 28 eletrons / m\ para o cobre (6.4.1) 

Logo, os numcros de portadorcs com que estamos lidando sao da mesma ordem 
que numcros n'picos da teoria cinctica dos gases, c espcramos aqui tambem que grandezas 
macroscopicas como a corrente e a condutividade tenham de ser obtidas por mctodos 
estati'sticos, a partir de volores ntfdios de grandezas microscupicas. Podemos pensar num 
"gas de citrons livres" contido num "recipiente", que 6 o material condutor. 

Nesse caso, cm que hd um unico tipo de portadorcs, dc carga ( - e ), a exprcssao 
para a corrente ficaria 



j = -„*<v> (6.4.2) 



onde <\> 6 o valor medio da vclocidade adquirida pelos eletrons sob a acao do campo 
E. A lei de Ohm resulta se < v > for proporcional a E. 

A primeira vista, isso parece peculiar, pois poden'amos pensar que a aceleragcio 
media, e nao a vclocidade m£dia, fosse afetada pcla for^a externa eE. Enlretanto, conhe- 
ccmos na mecanica um caso em que aparece uma vclocidade proporcional a uma for^a 
externa constante: e o movimcnto de uma partfcula num meio viscoso, com atrito intcrno 
proporcional a vclocidade (por exemplo, a queda livre de uma bilha num Ifquido viscoso). 
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Nesse caso, para um valor bem definido da velocidadc, a resistencia de atrito compensa 
exatamente a for?a externa, e esta velocidade terminal (proporcional a forca externa) se 
mantem constante. 

Se cstimassemos classicamente (sabendo de antemao que o resultado nao e con- 
fiavcl) a velocidade quadratica media de agitacao tennica dos eletrons a temperatura 
ambiente T, obten'amos 

1 / i\ 1 |R ,3*7" /3x (1,38 xl0" 2, )x 300 m 

ou seja, 

V"vr/"' 1 ' l7x " Io5,n/s < 6A3 > 

Efctivamente essa estimaliva nao 6 correia: a mecanica quanlica <1& para os eldtrons de 
conducao no cobre uma velocidade tennica tipica uma ordcm dc grandeza inaior, a velo- 
cidade de Fermi vp - 1,57 x 10 ft m/s a temperatura ambiente (Se?. 6.5). 

Por outro lado, estimcmos a velocidadc < v > associada a corrcnle, para uma 
corrcnte de 1A num fio dc cobre de 2 mm de raio: 

■ i 1A 1 C/s C 



5 nx4xl0^m 2 1.26xl<r>m 2 ,u m 2 s 



o que da 



io 28 r 
= it* (v) = S\5 x — x 1,6 x 10-"C (v) - 1,36 x 10 10 -^(v) 
m m 



(v) = 6 x 10" 6 — = 0,006 mm / s - 2 cm / h! 

s 



ou seja, a velocidadc media adquirida sob a acao do campo e, tipicamente, mais de dez 
ordens de grandeza menor do que a velocidade tipica de agitacao teYmica. 

Podemos comparar a situacao a de um enxame de abelhas voando rapidamcnte 
em todas as direcoes e sendo arrastado muito devagar por uma brisa suave. 

Dado o elevado valor de n e de v qm , deve haver um numero extremamente ele- 
vado de colisoes por segundo, levando a variacSes de momento por colisao muito 
superiores a m e <v>, a magnitude media do momento devida a acao do campo. 
So t e o intervalu de tempo medio entre duas colisoes, cste momento adquirido e 
dado por-eE<x> (pois a linica forsa que atua sobre o eletron entre duas colisoes 
e - e E) , o que da 
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»»» = -eE(x> 



Pela (6.4. 1), resulta 



j = n^-(x)E 



m. 



que 6 a lei de Ohm, com 



o = n — (t) 



Para o cobre a 20°C, lemos, pela (6.4.1) e pela tabela da Secao 6.3, 

(l,6xlO- 19 ) 2 



1 Il.tlXIU -i 

P 1,7 X10" 8 ' ; ' 9,1 xHF 31 



(6.4.4) 



.•■<t>. 



9,1x10 



,-31 



— s { (x) = 2,5xl0- 14 s 



I,7x8,5x(l,6) 2 xl0 -18 
O livre caminho medio cntre duas colisoes 6 dado por 

(/) « Vf <t> - 1,57 x 10 6 x 2,5 x I0 _14 m - 3,9 x 10 _8 ra = 390 A 

o que cquivale a ~ 10 2 espacamentos entre os atomos na rede cristalina (para o cobre, a 
cspacamento e de 2,6A). Por conseguinte, a imagem classica de que as colisoes respon- 
saveis pclo "atrito" (resistividade) do mcio seriam colisoes cntre os elcirons livrcs e os 
ions Cu + da rede, nao funciona: a rede e muito mais "transparente" aos eletrons do que 
seria prcvisi'vel ncsta imagem chlssica (note que uma colisao aqui n3o corresponde ao 
choque de bolas de bilhar, mas ao espalhamento dos citrons pelos fons, lcvando a mu- 
dan?as de direcao). 

Outro defeito grave do modelo cldssico de eldtrons livrcs, jd comentado no curso 
de tcrmodinamica (Flsica Basket 2, Sec. 1.5), d que cada elctron livre tern 3 graus de 
liberdade de translagao, devendo portanto, pelo teorema de equiparticao da energia, exist! 
uma contribuicSo dos eletrons livrcs de 3/2 R ao calor especi'fico molar. Essa contribui 
cao, que se somaria aos ( 6/2 ) R = 3 R da lei de Dulong e Petit, nao 6 pordm observada 

A propria idcia de que os eletrons possam scr tratados como livres, confirmadi 
pela "transparencia" da rede cristalina ao seu movimcnto encontrada acima, c incompiccn 
sfvel classicamente, pois esperan'amos que seu livre caminho medio fosse da ordem d( 
cspacamento entre os sftios da rede, c nao duas ordens de grandeza maior. 
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Conformc haviamos antecipado, essas diflculdadcs sao sinlomancas da impossi- 
bilidade de tratar pcla fi'sica classica propriedades de meios materials que dependem de 
sua estrutura microscopica. Para trata-las, e indispensavel empregar a ffsica quantica. 

6.5 Propriedades ondulaforias dos eletrons 

Uma introducao a fi'sica quanlica sera objelo do proximo volume deste curso 
(Fi'sica Bdsica 4). Entretanto, vamos antccipar aqui, de forma apenas qualilativa, alguns 
resultados que serao tratados mais tarde com maior dcialhe. 

Ate" o final do scculo passado, acreditava-se que as propriedades da luz haviam 
sido bem explicadas pela teoria oiululatoria, especialmentc depois que Maxwell identifi- 
cou a luz com ondas eictromagneticas. 

Entretanto, isso levava a graves dificuldades quando sc procurava explicar o es- 
pectro da radiacao emitida por um corpo aquecido (sabemos que um corpo incandcsccntc 
se toma luminoso, c que a cor predominant na luz emitida varia com a temperatura). 
Foi para sobrepujar essas dificuldades que Max Planck introduziu em 1900 sua "hipotese 
dos quanta", segundo a qual a encrgia da radiacao clctromagnclica de freqiiencia v emitida 
ou absorvida por um corpo aquecido nao poderia variar continuamente, mas somente por 
multiplos inteiros de um "quantum de energia". 



E = hv 



(6.5.1) 



onde h e uma nova constante universal, a constonte de Planck, 

(6.5.2) 



h = 6.6 x 10- 4 J.s 



Diz-se que a energia da radiacao e "quantizada" 

Em 1905, Albert Einstein mostrou que era possfvel explicar o efeito fotoeletrico 
<o fato de que a luz ultraviolcta cjeta eletrons quando incide sobre um metal) empregando 
uma hipotese ainda mais arrojada que a de Planck, a de que a radia?ao cletromagnetica 
de frcquencia v consisle de "quanta" de energia /iv, depois chamados de fdlons, compor- 
iando-.se como parti'culas. Era de certa forma um retorno a uma teoria corpuscular da luz, 
mas convivendo com propriedades onduIatoVias, como se ve pcla propria relacao 
E = h V, onde v e a freqiiencia c!e uma onda. 

Essa relacao entre energia c freqiiencia da luz foi empregada por Niels Bohr em 
1913, no scu modelo do atomo de hidrogenio, levando a uma cxplica^ao do espectro deste 
elcmento. 

Em 1923, o ffsico frances Louis de Broglic sugeriu que o duplo caratcr, on- 
dulatorio e corpuscular da luz. deveria ser uma propriedade de toda a materia. Assim, 
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partfculas como os eletrons deveriam tambem ler propriedades ondulatckias. Por analogia 
com os rcsultados de Einstein para os fotons, de Broglie propos que existisse uma relacao 
entre o comprimento de onda X da onda associada a um elytron livre e a magnitude p do 
momento deste eletron: 



P 



(6.5.3) 



onde X chama-sc comprimento de onda de de Broglie do cldtron. 

A hipotese de de Broglie foi comprovada experimentalmenle entre 1925 e 1927,1 
atrav£s de experiencias de difracao de eletrons (difracao e um efeito tipicamente ondula- 
torio, que tambem sera estudado postcriormenle: cf. Ffsica Bdsica 4). 

Sabcmos que ondas classicas confinadas numa certa regiao do espaco sao 
fortemente afetadas pelas condicoes na frontcira desta regiao (condicoes de contorno).\ 



Assim, por excmplo, uma corda vibrantc 
presa nas extremidades (fig. 6.6) so pode 
oscilar em um conjunto discreto de mo- 
dos normais de vibragao (Ffsica Bdsica 
2, Sec. 5.7), cujos semi-comprimentos de 
onda sao submultiplos inteiros do compri- 
mento / da corda: 




-2 1 



Figura 6.6 Modos de vibrato 



K =~ (n= 1,2,3,...) 



(6.5.4) 



Vimos que valcm resultados analogos para ondas confinadas em mais dimensoes, por 
exemplo, num tubo de orgao ou cavidade acustica ressonantc. 

Estcndendo esse resultado a um eletron confinado em uma dimcnsao, tenamos, 
pcla relacao de de Broglie, que o momento do elihron so pcxle assumir os valores 



P„=±Y = ± "Jj (" = 1.2,3,...) 



(6.5.5) 



correspondendo as energias ( E - p l /2m para um eletron livre, onde m e a massa 
do eletron). 



1 2 y I' 2 



{n = 1, 2. 3, ...) 



(6.5.6) 
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ou scja, obtemos quantizacao da energia (m'vcis dc encrgia discretos) como conscqiiencia 
do confiriamento das ondas de de Broglie associadas ao elctron. 

Esse e urn rcsultado geral: particulas qutmticas confinadas tern ntveis de energia 
discretos, ou, como se diz tambcm, urn espectro discrete de energia. Isso se aplica, em 
particular, a urn elctron confinado num alomo ou molecula. Tambem se aplica a f6tons 
confmados denlro de uma cavidade metfilica, como uma cavidadc rcssonante dc micro- 
ondas, por exemplo. 

Entretanto, a teoria quantica mostra que ha uma diferenca basica entre fotons e 
eletrons. Nada impede que exista urn numero arbitrariamcnte grandc dc fotons num mcs- 
mo estado qudnlico, no mcsmo m'vcl dc encrgia. Assim, por exemplo, uma onda eletro- 
magndlica dentro de uma cavidadc dc microondas pode conter - 10 20 fdtons, todos no 
mcsmo modo da cavidadc (o analogo dc uma configuracSo da corda vibrante com urn 
dado valor de n no exemplo acima). 

Para eletrons, porem, isso nao vale. Wolfgang Pauli formulou em 1925 o princU 
pio de exclusao, segundo o qual ndo pode haver mais de um eletron ocupando um dado 
esiado quQntico. O estado quantico dc um cldtron, pordm, nao 6 especificado somcntc 
por varidveis como a encrgia, mas inclui taniblm a orientacao do sen spin (um momcnto 
angular intrmseco do cltStron), varidvel quantica que pode assumir dois valores opostos, 
como Tel. Assim, dois electrons de spins opostos podem ocupar o mesmo nfvel de 



[maginemos, para simpliftcar, que se tenha uma amostra dc um metal sob a forma 



energia dos eletrons livres nesta amostra, do fato dc cstarcm confmados a cla, levando 
em consideracao o princi'pio dc Pauli. Inicialmente, nao consideraremos o efeito da tem- 
peratura, supondo que a amostra csld a temperature 7=0 (na escala K); seja N o numero 
total de eletrons livres na amostra. 

Dcvido ao confinamento, as componcntcs (p, , p y , p, ) do momento p do elc- 
tron s<5 variarao por valores discretos, da ordem de h/L, como na (6.5.5), de forma que 
um m'vcl de energia clctronico ocupa um volume 



no "espa^o dos momentos" (o cspa?o de coordenadas p., , p y , p. ) , onle V = L* 6 o 
volume da amostra. 

Pclo princi'pio de Pauli, so podemos acomodar dois eletrons (de spins opostos) nesse 
nfvel. Por outro lado, a temperatura T = 0, qucrcmos minimizar a energia total dos eletrons, 
que e a soma de suas encrgias cin£ticas, colocando os pontos (p.,, p t , p z ) representatives 
de cada elctron tao proximos da origem (/?., = p y - p : - 0) quanto possfvel. 



encrgia. 



de um cubo de aresta L, c vcjamos quais sao os efeitos, sobre o espectro de nfveis de 




(6.5.7) 
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Pf 



Py 



O mclhor que poclcmos fazer, dada a li- 
mitayao acima, e situa-los, em celulas de 
volume h 3 / V cada uma, com 2 eldlrons 
cm cada celula, dentro dc uma esfera de 
raio pf com centro na origcm (fig. 6.7),] 
onde 



Figura 6.7 A esfera de Fermi 

6 o niimero total de eletrons livres contido na amostra. 
O momcnlo />/• chama-se momento de Fermi. 
A relasSo acima da 




(6.5.8) 



j 3 N , 



Pe = l> 



3n 
8 it 



(6.5.9) 



onde n = N/V e a densidcde volumetrica de eletrons livres. 

Fara o cobrc, vimos na (6.4.1) que n = 8,5 x 10 28 eletrons/m 3 . Logo, a veto- 
cidade de Fermi, 



m 



(6.5.10) 



onde m e a massa do elctron, e dada por 



h(3n] /3 6.6x10 
VF = m(sn) "9.1X10- 31 



-34 



f-x8,5xl<) 
tin 



28 



"0 



ill Is 



o que da 



v, = 1,57 x 10'- - 
A s 



(6.5.11) 



o valor citado na Sec. 6.4. 

A energia maxima dos eletrons livres a temperatura T= 0 c a energia de Fermi, 
dada por 



(6.5. 12"* 
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o que, para o cobre, da 




ou, medindo-a em cV (1 eV = 1,6 x 10" 19 J ) , 



7 eV 



(6.5.13) 



ConviSm comparar esse resultado com a energia termica media a lempcratura ambiente, 
dada por 



3 3 1 

-rkT~ -x (1.38) x l<r 2J x 300 J = 6,21 x Hr :i J = 0.04 cV = — cV (6.5.14) 



Vcmos que Eg 6 duas ordens de grandcza maior, o que € consistentc com o resultado uma 
oidem de grandeza maior para v F , em relacao a vclocidade quadratica media classica de 
uma partfcula em equilibrio termico a T = 300 K. 

Podemos assim ter uma ideia de como c a distribuicao de energia dos cli5trons livres 
a temperatura T = 0, e de como ela evolui com a temperatura. Como N 6 urn numero da 
ordem do niimero de Avogadro, o intervalo de energia entrc dois m'veis conseculivos 6 muito 
pcqueno, de modo que podemos iralar a energia E como uma variavel "quase-contmua". 



E > £> estao vazios. A distribuicao da fig. 6.8 c a distribuicao de Fermi para 7=0; 
vcmos que e totalmente diferente da distribuicao classica de Maxwcll-Boltzmann para urn 
gas de partfculas livres (Fls'ica Bdsica 2, Sec. 12.2). Embora seja T = 0, os elctrons se 
movent em todas as dirc^ocs com vclocidadcs variaveis de 0 a vy (preenchcndo a esfera 
de Fermi no cspaco dos momentos). 

Que acontece para T > 0? A energia termica media ganha por cada eletron 6 
~ k T, que, como vimos, e « E F a temperatura ambiente. Os eletrons com energia 
< Ef — kT nao podem passar do ni'vel onde estao a m'veis k T acima, porquc todos estes 
m'veis jS estao ocupados (princfpio de Pauli). So eletrons numa "casquinha" de espessura 
~ k T abaixo da superfi'cie de Fermi podem ser "promovidos" a m'veis superiores, de 
energia > Ey , porquc so estes est«1o vazios. 



0 



Figura 6.8 Distribuigao de Fermi para T - 0 



E 



Seja in: o numero medio de electrons no 
ni'vel de energia E com uma dada orien- 
tacao do spin: 0 < n E < I, e cada m'vel 
acomoda no maximo dois eletrons de 
spins opostos. Para 7=0, rtM tern o as- 
pecto da fig. 6.8: todos os m'veis com 
E < E F estao ocupados (cada urn por urn 
par de eletrons), c todos os m'veis com 
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E F E 
Figura 6.9 Distribuigao de Fermi para T> 0 



Logo, o aspecto da distribuigao de Fermi 
para T > 0, tipicamenie, e o que esta re- 
presenlado na fig. 6.9, com um ligeiro ar- 
redondamento do degrau e uma pequena 
cauda de eldtrons ocupando niveis de 
energia E > E F , e deixando "lacunas" 
dcsocupadas dcnlro de uma faixa de es- 
pcssura ~kT abaixo* de E F . 



Como somente uma fracao ~kT/Ey dos cldtrons 6 excitada a nfveis 
mais altos, o acrdscimo na energia interna devido ao aquecimento 6 
~ kT ■ (kT/Ep) = (k T) 2 / Eh , e o calor especfflco eletrdnico por mol e menor do que 
| R por um t'ator ~ k 7V Ef, scndo pois desprezfvel a temperalura ambiente, o que explica 
imediatamcnte por que os eletrons livres nao contribucm ao calor cspcci'fico do metal. 

O princi'pio de Pauli tern outra conseqiiencia extremamente importante. At6 aqui, 
tratamos os eletrons como particulas livres, confinadas denlro do volume L 3 do metal 
(esquecendo inteiramcnte do rcsto da rede cristalina, cujo efeito discutiremos abaixo). 
Mas estamos dcsprezando tambem os efeitos da interacao coulombiana repulsiva entre os 
el&rons, que deveriam lcvar suas trajetorias a se desviarem umas da outras (colisoes). 
Quando dois eletrons dc momentos iniciais p, e p 2 col idem, deveriam passar a ter momentos 
finais p'i e p'2 diferentcs dos iniciais. Mas, em geral, os estados associados aos momentos 
p'1 e p'2 ja estarao ocupados por outros eletrons, de forma que o princi'pio dc Pauli proibe 
a colisao. Assim, a interagdo entre os eletrons e forte me nte inibida pelo princi'pio de Pauli, 
o que contribui para justificar 0 tratamento dos eletrons como se t'ossem livres. 

6.6 Espectro de bandas: 

condutores, isolantes e semicondutores 

Vejamos agora qual 6 o efeito exercido sobie os eletrons de Valencia (um eletron por 
atomo, no caso do cobre), devido a todo o resto da rede cristalina na qual se movem, formada 
pelos "10ns" de cobre (atomos despidos do elytron de Valencia, com carga cfetiva +e). 




r 



Figura 6.10 Potencial devido a rede 



Quando um eletron se desloca ao longo 
dc uma fileira de "ions", o potencial sen- 
tido por ele tern o aspecto da fig. 6.10: 
ele e atrafdo pela interacao coulombiana, 
para as posicoes + dos "ions" (sftios da 
rede). 



Na rcalidadc Ef c definido, para T > 0, como a energia para a qual he se toma = 1/2, de modo que Ef tambem 
varia ligciramcnte com T. mas essa variacao c desprezivel a leinperatura ambiente. 
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Uma caracten'stica basica dcsse potencial e a sua periodicidade espacial em 
3 dimensoes, que e a periodicidade da rede cristalina. Ela dd origem a um efeito que, 
de novo, 6 tipicamentc ondulatdrio: a existencia de faixas do comprimento de onda 
que nao podem propagar-se atravds da estrutura - intervalos onde a propagacao € 
proibida. Esse efeito 6 encontrado na propagacao de quaisqucr tipos de ondas (inclu- 
sive na fi'sica cldssica) em quaisqucr cstruluras periodicas. Um exemplo (filtros) sera" 
visto mais adiantc (Sec. 10.9). 

Dcvido a rclacao de de Broglie, o comprimento de onda, na fi'sica quantica, esUi 
relacionado com a energia das parti'culas, de forma que os intervalos proibidos sao aqueles 
onde nao podem existir m'veis de energia dos cletrons. 

Daf resulta que os estados quanticos dos cletrons na rede cristalina, aldm de 
discretos (devido ao confinamento no interior do metal), agrupam-se em bandas ou faixas 
de energia, scparadas por intervalos proibidos, que nao contem nfveis. Diz-se que os 
cletrons tern um espectro de bandas. 



Proibido 



JL 



Proibido 



Figura 6.11 Bandas de energia num isolante 



Com base ncssc rcsultado e no prinefpio 
de Pauli, podemos entender a origem das 
difcrencas entre isolantes, condutores e 
semicondutores. 

Num isolante tfpico, as bandas de energia 
mais baixas tern seus m'veis totalmente 
preenchidos pelos eletrons (2 de spins 
opostos em cada m'vel, de conformidade 
com o prinefpio de Pauli). O m'vel mais 
alto preenchido esta separado do m'vel 
mais baixo da camada scguinte por um 
intervalo proibido de largura £, (fig. 6.11). Para isolantes ti'picos, E g 6 da ordem de 
alguns eV. 

A distribuicao estatfstica dos eletrons sobrc os m'veis de energia, quando estao 
em equilfbrio teYmico a temperatura T, 6 baslante diferente na fi'sica quantica do que seria 
classicamcnte. como vimos para a distribuicao de Fermi com 7=0. Entretanto, ainda tern 
importancia decisiva o fator de Boltzman e' E/lT , onde E 6 a energia e k a constante de 
Boltzman (Fi'sica Basica 2, Se?. 12.2). 

Assim, a probabilidade de que um elctron consiga, por excitacao termica, transpor 
o intervalo de largura E g entre a banda mais alta preenchida (chamada banda de Valencia) 
e a mais baixa conti'gua, vazia (chamada banda de conducdo) resulta ser da ordem de 



-t./(2< T) 
~ e 1 



(6.6.1) 
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Cortente el^tfica 



E, 



Proibido 



Proibido 



Figura 6.12 Bandas de energia num metal 



Como vimos, kT ~ 1/40 eV a temperature ambicntc (T = 300K). Logo, para 
E g ~ 5 eV , temos p ~ e~ m ~ 10 -44 , o que c praticaniente desprezfvel. Assim, num iso- 
lante, os eletrons permanccem ligados aos sflios da rede, nao havendo portadores de 
corrcnte dispom'veis. Dai porque a rcsistividade de urn bom isolante pode ser at6 - 10 30 
vezes maior que a de urn bom condutor. 

Num metal tfpico, a banda mais elevada 
onde ha eletrons encontra-sc apenas par- 
cialmente preenchida (fig. 6.12), ale uma 
energia Ey que corresponde ao tuvel de 
Fermi, para 7=0. 

Para T > 0, a energia tcrmica 
- k '/' e suficiente para excitar os eletrons 
na vizinhanca de E t . a m'veis conii'guo" 
desocupados; estes sao os eletrons livr 
de velocidacle ~ v h -, que podem servir 
como portadores da corrcnte. 
Que acontcce se aplicarmos urn campo eletrieo ao metal? O rcsultado obtido no 
modclo de Drude, de que a condutividadc a c dirctamcnle proporcional ao tempo livre medio 
< x> entre duas colisocs, permanece valido na teoria quantica. Mas o conccito de colisao c 
profundamcntc modificado quando levamos em conta as propricdades ondulat6rias do elytron. 

Para uma onda, uma "colisao" com urn obstaculo pcrturba sua propagacao e 
resulta na gcracao de ondas espalhculas em todas as dirccoes. E o que acontece com 
as ondas clclromagneticas da luz solar ao atravessar a atmosfcra da Terra: a luz que 
recebemos do ecu i luz solar espalhada (para ver luz direla, len'amos que olhar na 
direcao do Sol). 

Mas, numa rede cristalina pcrfcitamente periodica, as ondas dc dc Broglie dos 
cldtrons livrcs propagam-se livrcmcntc, (adaptando-se a periodicidade, o que leva a uma 
"massa efctiva" para o transporte da corrente), scm produzir espalhamento. Assim. num 
cristal perfeito ideal, ten'amos < x > —> °° e por conscguinle a — > <x> : cle seria um con- 
dutor perfcito, de rcsistividade liula! 

Entrctanto, mesmo no limile de temperatura 7-^0, nenhum cristal real possui 
uma rede cristalina perfcita: sempre existem defeitos e impurezas que espalham as ondas 
eletronicas e dao origem a uma "resistividadc residual" p 0 > 0. 

Para T > 0, os fans da rede vibram em torno das suas posi^oes de equili'brio, 
contribuindo para o espalhamento dos eletrons e para a rcsistividade. Essa contribuicao 
cresce com T, cxplicando o crescimento de p com T. As vibracoes da rede cstao associa- 
das com ondas sonoras, que na teoria quantica corrcspondem a fonons, de modo que esta 
contribuicao esta associada a interagao entre eletrons e tonons. Conformc veremos abaixo, 
esse 6 o mecanismo de dissipacao de energia associado ao cfeilo Joule (geracao dc calor 
pela passagem da corrcnte), que discutircmos na Se?. 6.7. 



isolantes e semieo 



nduto'' 
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Figura 6.13 Resistividade do mercurio 
em baixas temperaturas 



6.6 Espect'O de bancas: condutofes, 

Para temperaluras suficientementc baixas, 
da ordem de alguns graus K, divcrsos ma- 
terials tornam-se supercoiulutores. Esse 
fcnomeno foi dcscoberto em 1911 por 
Kammerlingh Onnes, em Leiden, quando 
estudava a variaciio com T da resistivida- 
de do mercurio. Baixando T, verifica-se 
que. a uma lemperatura crttica T c (para 
Hg, tem-se T c = 4,15 K ), a resistividade 
cai abruptamcnte para zero (fig. 6.13), 
permitindo obtcr correntes persistentes, 
que podem manter-se por tempos muito 
longos, sem dissipacao. 



O mecanismo rcsponsavel pela supcrcondutividade pcrmaneceu urn mistcrio ate" 
1957, quando foi elucidado (nos casos ate entao conhecidos) por Bardccn, Cooper e 
Schrieffcr, o que lhes valeu o Premio Nobel. Ele resulta tambem de uma intcracao entre 
eletrons e a rede (fonons). 

Urn eletron tende a atrair para si os ions positivos, defonnando ligeiramente a rede em 
torno dele. Urn segundo eletron tende a ser atrafdo para cssa regiao mais positiva. Em circuns- 
tancias apropriadas, essa airagoo efetiva entre dois eletrons liga um ao outro, de tal forma que 
se requer uma energia minima para dissociar este par de eletrons ("par de Cooper"). A baixas 
temperaturas, a energia termica nao e suficicnte para dissocia-los, e eles se tornam insensfveis 
a colisoes, permitindo transportar corrente "sem atrito" (com p = 0). 

Ate rcccntcmente, so se conheciam substantias cm que T c era no maximo 
~ 20 K , mas, a partir dos trabalhos de K. A. Miiller e J. G. Bednorz, que lhes proporcio- 
naram o Premio Nobel de 1987, vcm sendo desenvolvida uma nova classe de supercon- 
dutorcs, com T e elevado, aproximando-se cada vez mais da temperatura ambiente, com 
grande potencial de aplicacdcs. Entretanto, o mecanismo da supeicondutividade nesscs 
novos materials ainda nao foi bem elucidado. 

Finalmente, num senticondutOt Uitrthseca 
(material puro), a baixas temperaturas 
( T -» 0) , a situacao e analoga a de um 
isolantc, com a banda de Valencia toda 
preenchida c a de conducao vazia, mas o 
intervalo £„ que separa uma da outra e 
relativamente pequeno, da ordem de 
0.5 cV [fig. 6.14(a)]. 

Assim, a temperatura ambiente. 



Proibido 



Proibido 



(a) T = O 



Proibido 



Proibido 



(b) T > O 



Figura 6.14 Espectro de bandas em semicondutores 
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Ccmente cletrica 



o que implica numa fracao significativa dos elctrons termicamente excitada para a banda 
de conducao [fig. 6.14(b)]. Isso leva a condutividades tipicas a temperatura ambiente pelo 
menos 10 vezes maiores que as dos isolantes. 

Como o fator de Boltzmann 6 extremamcntc scnsfvel a lemperatura, e ele que 
produz o efeito dominante sobre a resistividadc. Com o aumento de 7", aumcnta rapida- 
mente a densidadc /; de portadorcs de corrente, e a cresce com n fcf.(6.4.4)]. 

Isso explica por que a, o coeflciente de temperatura da resistividade, e negativo 
para semicondutorcs (tabela da Sec. 6.3). E verdade que quando T aumenta, tambem 
diminui, como no caso de urn metal, o tempo livrc medio < t > entre colisoes, o que atua 
cm sentido invcrso. Entretanto, o cfcito da variacao de n com T e bem ma is forte (devido 
a exponencial) c predomina, 

Quando urn eletron (carga -e) 6 excitado da banda de Valencia para a de con- 
ducao, ele deixa na banda de Valencia uma lacuna ("buraco") de carga + e . Ao aplicarmos 
urn campo clelrico, as lacunas tambem sc dcslocam, em sentido oposto ao dos elctrons, 
contribuindo para a corrente. 



(a) » • • • •____o • • • 

(b) « • o-"T^« • • • • 

(c) . 

Figura 6.15 Contribuicao das lacunas na conducao 



A fig. 6.15 explica como isto ocorrc. 
Quando uma lacuna (a) se move para urn 
sftio a csqucrda (b), o efeito 6 o mcsmo 
que sc o eletron que estava ncssa posicao 
sc livesse deslocado para a direita (c), 
ocupando o lugar da lacuna. Assim, tan- 
to elctrons como lacunas sao portadorcs 
de corrente. 



Na pratica, tern grande importancia os semicondutores extrfnsecos, dopados com 
impurezas, por cxcmplo, germanio dopado com boro ou arsenio. O Ge 6 tetravalcntc (tcm 
4 elctrons de Valencia, que ligam cada Ge com seus 4 vizinhos na rede). Sc introduzirmos 
numa rede de Ge uma impureza de As, que e pcntavalente, o quinto eletron do As fica 

muito fracamcnte ligado, ocupando urn 
nfvel de encrgia (fig. 6.16) situado pouco 
abaixo da banda de conducao. Logo, uma 
encrgia de excilacao termica c suficicnte 
para transfcri-lo a banda de conducao. 
Diz-se que a impureza e doadora, e o se- 
micondutor dopado e de tipo n (portador 
Figura 6.16 Impureza doadora de car S a negativo). 



6.7 O eleito Jc 
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Figura 6.17 Impureza receplora 



Ja se a impureza e trivalente, como o B, 
fica faltando um elctron de Valencia no 
sftio por ela ocupado para efetuar a liga- 
cao com os sitios vizinhos. Uma pcquena 
energia dc excitacao e sufieiente para que 
um eletron da banda de Valencia do Ge se 
transfira para o B, deixando uma lacuna 
portadora de carga na banda de Valencia. 



Aqu,, a .mpureza e receptora (fig. 6. 1 7), e o semicondutor e .ipo p (porladores posi.ivos). 
Jun 9 oes p-n tern propriedades de redficacao, e juncoes p-n-p ou n-p-n sao a base dos 
irons/stores. 

6.7 O efeiffo Joule 

Para transportar uma carga dc, atraves de uma difcrenca dc potencial V (por 
excmp o de um ao ou.ro eletrodo da ba.eria). e preciso fornecer-lhe uma energia 
Kaq ) V. Logo, para mantcr uma corrente i = dq/dt durante um tempo dt atraves de V 
e preciso fornccer uma energia 

dW = {idt) V 

o que corrcsponde a uma potencia (energia por unidadc de tempo) 



dW 
di 



= P = iV 



(6.7.1) 



P»ra I ■ I A e V = IV, rcsulta P = 1W (watt). 

Para uma corrente num trccho dl de um condu.or de scccao S, no qual a queda 
dc potencial € dV, temos 



.dV 



dP = i — dl = idl E = j Sdl E = y Edv 

onde dv = Sdtc o volume do elemen.o dc condutor considerado, e j e paralclo a E 
Logo, a densidade de potencia (potencia por unidade de volume) e 



dP 



(6.7.2) 



Para um condutor ohmico, com j = a E , isto da 



dP , j 2 
-r = OE 2 = i- 
av a 



(6.7.3) 
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Corrente eletrica 



Que aconlece com essa potcncia? Como em outros processos onde ha atrito, ela 6 dissti 
pada sob a forma de color (por exemplo, num chuveiro elelrico), podendo tambem prcn 
duzir radiacao tcrmica visivel, como no aquecimento ao rubro da resistencia de um aquw 
cedor ou fogao cletrico. 

Em termos da resistencia R do condutor, f'ica 



V 2 

r = i>R = v T 



(6.7 



Essa conversao de energia eldlrica cm calor 6 conhccida como efeito Joule: foi descobc 
por Joule no decurso de suas experiencias sobrc o cquivalente mecanico da caloria. 

Em termos microscopicos, o calor corrcsponde a energia de vibracao da redej 
resultante da interacSo elelron-lonon. O "atrito" transfere energia da corrente para os 
fonons. 



6.8 Forca eleffromotriz 

A passagem de uma corrente f atraves de uma queda de voltagem (tcnsao) V gera, 
por unidadc de tempo, uma energia (V. Essa energia el6trica pode ser convertida em outrasj 
formas de energia: mecanica, se a corrente for usada, por exemplo, para alimcntar um 
motor de corrente conti'nua; termica, se for usada para aquecimento, atraves do efeito 
Joule, etc.. Os "medidores de luz" das companhias de fornccimento de eletricidade, re-! 
gistram o trabalho fornccido, cm kW.h. 

De onde vcm essa energia ncccssaria para manter a corrente estacionaria? A 
primcira vista, poden'amos pensar, com base na lei de Ohm, j = c E (onde j e constantc, 
de forma que E nao varia com o tempo), que a corrente pudesse scr mantida por um 
campo clctrostatico ao longo do condutor. 

Entretanto, e fdcil verificar que isso nao scria possi'vcl. Com efeito, vimos, como 
conseqiiencia da lei dc conservacao da carga (equacao da conlinuidade) que, para uma 
corrente estacionaria, div j = 0 , de forma que as linhas de corrente sdo fechadas. Mas 
pela lei de Ohm, isso implicaria que as linhas de forca dc E tambem teriam de ser 
fechadas, o que e incompati'vel com um campo eletrostatico, para o qui 
j E • dl = 0 ao longo de qualqucr curva fechada C. Conclufmos que sdo necessdrias 
Jorcas nao-eletrostdticas para manter uma corrente estaciondria. 

Historicamente, a descobcrta do primeiro mecanismo capaz de manter correntcs 
estacionarias foi devida ao fi'sico italiano Alessandro Volta, em 1800. Investigando cfcitos 
de contra^-ao muscular de patas de ras, sob a acao de descargas eletricas, que ja haviam 
sido observados em 1780 por Galvani, Volta descobriu que, quando dois discos de metais 
difercntcs, como cobre c zinco, cstavam scparados por um disco de pano ou papela 
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umedecido, de preferencia com iigua salgada, ou acidulada, aparecia uma diferenca de 
potencial cntre o cobrc c o zinco. Era possi'vel amplificar cssa diferenca empilhando vdrios 
"sandufches" desse tipo. Essa "pilha vollaica" foi a primcira baleria, produzindo conentes 
cslacionarias gracas a conversao da cncrgia oriunda dc reagdes qutmicas produzidas nos 
terminals de cobre e zinco. A origem dessa cncrgia qui'mica 6 explicrtvel pela ffsica 
quantica. 

Podemos rcpresentar o cfcito nao-elctrostdtico que ocorrc dcntro da baleria, ge- 
ncralizando a lei dc Ohm para 



j = o(E + E M ) 



(6.8. 1) 



onde E * corrcspondc a urn "campo clctrico equivalcntc" que s6 existc, ncstc cxem- 
plo, denlro da bateria, e c chamado dc "campo impresso". E (cl rcpresenta a forca, por 
unidadc dc carga, que e impressa sobre os portadorcs da corrcntc, c que tern origem 
nuo-cletrostdtica. 

Urn dos exemplos mais simples 6 uma solucao dilui'da, digamos dc HCl, em que 
ha dissociacao cm ions H + c CI", e na qual existe urn gradiente de concentracao, ou seja, 
o niimcro n de ions por unidade dc volume (que tomamos igual para as duas especies, 
m = n - = n) varia com a posicao. Por exemplo (fig. 6. 1 8), a concentracao e maior do 
lado esquerdo do que do lado direito da solucao. Sabcmos que, nesse caso, grad it esta 
dirigido da dircita para a csquerda (maximo aclive). 

Vai ocorrer enlao um proccsso puramente mecQnico de difusao, facilmente com- 
prccnsivel em icmios da tcoria cinetica: a agitacao termica leva mais fons dc concentracao 
maiorcs para mcnores do que cm sentido invcrso. Esse cfcito tende a uniformizar a 
concentra?ao, levando a uma densidade de corrente de parriculas dada pcla lei da difusao 



g = -D grad n (6.8.2) 



onde g & a densidade de corrente dc partiadas e D chama-se o coeficiente de difusao. O 
sentido de g, no exemplo acima, scria da esqucrda para a dircita - invcrso ao do grad n. 

Entretanto, os ions II + (massa atomica l) sao bem mais leves que os CI " (massa 
atfimica -35,5), de modo que seu coeficiente dc difusao D, e » D_ , o coeficiente 
difusao dos ions CI". O processo de difusao tende portanto a acumular carga + a dircita 
c - a esqucrda, criando um campo eletrico E, orienlado da dircita para a csquerda. Esse 
campo tambem atua sobre os fons, que adquirem, sob a acao dele e do atrito interno 
(viscosidadc) movendo-se atraves do fluido, vclocidades terminais v constantcs, propor- 
cionais a forca cletrica F do campo. A constante de proporcionalidadc u. chama-se mo- 
bilidade do ion: 
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Corrente eletnce 



V = [lF 



(6.8.3) 



A corrente eletrica total resultante da acao combinada de grad n e dc E sera, com 
F, = e K e F. = - eE, 



j = - e(D, - D_) grad n + ne (p, - p.. F_) 



(6.8.4) 



ou seja, com boa aproximac3o, considerando que a mobilidade |i ♦ tambtmi 6 »jx_ , e 
desprezando os termos pequenos. 



j - -cD, grad n + /ie 2 p*E = o(E + E w ) 



onde /i e 2 p. E reprcsenta a corrente ohmica ne\ no eletrdlito e 



ep + n ep + e v b 7 



(6.8.5) 



(6.8.6) 



6 o campo impresso, de origem puramente cinetica. 

Sera atingido equilfbrio quando o campo eletrico E, devido a acumulacao de ions 
mais a direita, compensar exatamente o campo impresso devido ao gradiente de concentracao: 

E = -E w I (6-8.7) 



Nessa situagao ("circuito aberto") teremos j = 0. 




Consideremos, cm equilfbrio, uma curva 
fechada C como a da fig. 6.18, e a inte- 
gral sobre C 



6s|(E + E (,) )dl (6.8. 



8) 



Figura 6.18 Caminho de integral C 



O campo E e, no equilfbrio, urn campo elelrosldlico, produzido pela distribuicao 
de cargas + e -, de forma que E * 0 dentro e fora da solucao, e 



|e dl = 0 



Entretanto, E (,) so c # 0 dentro da solucao, e vcm 



6 = |f>» dl=J' E ( <> dl (*0) 

G 2(a) 



(6.8.9) 



(6.8.10) 



6.8 Forra eletromotriz 

que se chama forca eletromotriz associada a curva fcchada C. 
Como E {e) = -E dentro da solucao, temos tambem 
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& = -f E • dl = V L - V 2 



(6.8.1 1) 



ou seja, 6 € igual a diferenca de potential em circuito aberto entre os ponlos 1 e 2 (numa 
bateria de 1,5V, tem-se & = 1,5V). 

Podcmos calcular & explicitamente no exemplo dado: tomando urn eixo Ox da 
esqucrda para a direita, e supondo n = n(x). 



S- - 



P^gradndl = --^ f -f^ndx 
J 2 " ' — -v • e\l + J dx 



In 



Ufa) J 



(6.8.12) 



Se material izarmos o trecho exlerno d solucao do circuito C por urn fio condutor de 
condutividade c, passara por ele uma corrente j = a E * 0, c teremos agora uma inten- 
sidade de corrente i dada por** 



S = V,-V 2 = v = Ri 



(6.8.13) 



onde R 6 a resistencia do fio condutor. 

Na realidade, nao podemos dcsprezar a dissipacao dentro da propria bateria (so- 
lugao), que corresponde a uma resistencia interna cquivalente r. Assim, o diagrama de 
circuito que represcnta essa situagiio € o da fig. 6.19, e temos 



Estc c o nome tradicional, mas note que S nao c uma forca: lem as dimensoes de uma voltagem. 

** Nao estfimoJ icvando cm Con la aqui os efeitos do contato entre o fio mctalico e a solucao (diferenca de potencial dc 
contato). 



1 24 Cortente eletrica 



Figura 6.19 Circuito equivalente 
de uma bateria 



i = 



R + r 



(6.8.14) 



de forma que a diferenca de potencial 
tre os ponlos 1 c 2 em circuito fechado 6 



V = Ri = 



R 



R + r 



(6.8.15) 



devido a resistencia interna da bateria. 



Note que as linhas de corrente de j sao fechadas, como tern de ser para uma 
corrente cstacionaria. Fora da bateria, a corrente tern o sentido da queda de potencial 
(de V, para V 2 < V,), mas dentro dela e o in verso: a corrente vai de V 2 para V u e 
cargas ganham energia, devido ao campo impresso (gradiente de conccntracao). 

Podemos comparar a situacao com o escoamento de agua dentro de uma canali- 
zacao fechada (circuito). O tluxo de agua e mantido por bombeamento: a bateria desem- 
penha aqui urn papcl analogo ao da bomba. 

Existem muitos outros tipos de fern (= forca eletromotriz). Os efeitos que produ- 
zem o campo impresso e a fern associada podem provir de rca56es qufmicas nos eletr 
como numa pilha de lanterna ou bateria de automovel, da conversao de energia ternii 
em eletrica, como num par tcrmocletrico (jun^oes entrc dois fios de mctais diferentes 
mantidas a tcmpcraturas diferentes), de energia da radiacao, como numa celula solar, e» 
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PROBLEMAS 

1. Uina valvula dicxlo da era pr6-transistor contdm um par do placas planas paralclas de 
espacamcnto d, no v.icuo. Eslabclccc-sc cntrc clas uma difcrcnca dc potential V. Um fcixc dc 
elcuons com drea de sec?ao transversal A c dc velocidadc inicial vo 6 cmitido a partir dc uma das 
placas (cdtodo) e acclcrado ate" a outra (anodo), produzindo uma corrente estaciondria de intensi- 
dade i. (a) Calculc a velocidadc v(x) dc um elctron a distancia x do cdtodo. (b) Calcule a densidade 
n(x) de eliSlrons no fcixe como funcao de x. Suponha que /' 6 suficicntcnienle fraco para que o 
campo gcrado pclos el&rons seja desprczi'vel em confronto com o campo acclcrador. 

2. Um cilindro metalico carrcgado, de 5 cm dc raio, dcsloca-se ao longo do scu cixo com 
uma velocidadc constante, de 10 cm/s. 0 campo eletrico radial produzido pelas cargas, na super- 
ffcie lateral do cilindro, 6 dc 500 V/cm. Qual e a intensidade da corrente devida ao movimento do 
cilindro? 

3. A lampadinha de uma lanterna alimentada por uma bateria de 9 V tern um filamento 
de tungstenio, cuja resistencia a temperatura ambiente (20°C) e de 4,5ft. Quando acesa, dissipa 
uma potencia de 1,5 W. Calcule a tempcratura do filamento, sabendo que o coeficienlc dc tcmpc- 
ratura da rcsistividade do tungstenio e a = 4,5 X 10""' . 

4. O campo eletrico m6dio na atmosfera, perto da superffcie terrestre, e de 100 V/m, 
dirigido para a Terra. A corrente media de ions que atinge a totalidade da supcrficic da Terra e 
de 1800 A. Supondo que a distribuicao da corrente 6 isolropica, calcule a condutividadc do ar na 
vizinhanca da superffcie da Terra. 

5. As placas de um capacitor piano de capacitancia C, preenchido com um dieletrico dc 
constante diclctrica K, estiio ligadas aos terminals dc uma bateria, que mantcm cntrc clas uma 
difcrcnca dc potencial V. O dicli5(rico tern uma condutividadc o, o que produz uma corrente dc 
perda. (a) Calcule a resistc-ncia R do diclcti ico como func;ao de C. (b) Mostre que o rcsultado 
pcrmanccc valido para um capacitor cilmdrico ou csfcrico. (c) Voce conscguc dcmonst.ar que vale 
cm gcral? 

6. A condutividade de um cilindro de comprimcnto / c area dc scccao transversal S crcsce 
linearmente com a distancia, assumindo o valor o (l numa extremiclade e G| na outra. Calcule a 
resistencia total do cilindro. 

7. Uma bateria de fern <S e resistencia interna r fomccc corrente a um aparelho de resis- 
tencia R. (a) Para que valor de R a potencia fornecida e maxima? (b) Para esse valor de R, qual 
e a rclacao entre a potencia fornecida c aquela dissipada na propria bateria? 
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8. Quando uma bateria de fem igual a 1 ,5 V fomece uma corrente dc 1 A a uma resistencia 
externa R, a tensao medida entre seus terminais cai para 1 ,4V. (a) Qual 6 o valor dc R? (b) Qual 
6 a resistencia interna da bateria? (c) Qual e a taxa de conversao de energia qui'mica em energia 
eldtrica na bateria, por unidade de tempo, ncssas condicocs? (d) Qual <S a potencia convcrtida cm 
calor na resistencia externa? (e) Qual e a perda de potencia na bateria? 

9. Um aqucccdor elctrico de imersao ligado a uma fonte de corrente conti'nua de 1 10 V 
dcinora 6 min para levar ate a fervura 0,5 1 de dgua, partindo da temperatura ambiente de 20 
A intensidade da corrente e de 5 A. Qual e a eficiencia do aquecedor? (A eficiencia e a porccn- 
tagem da energia gerada que c utilizada no aquccimcnto da agua). 

10. Considcrc o cxcmplo visto na Sec. 6.8 de uma solucao ionica dc HC1 com um 
gradie ite de concentracao na dirccao v, cm circuito abcrto, cm cquilmrio tcrmico a temperatura T. 
(a) Usando os resultados obtidos, calcule a razao n(xz)/n(x\ ) das concentracoes de fens nos 
terminais X2 e X\, entre os quais cxistc uma fem S. (b) Idenlificando o rcsullado com o fator de 
Boltzman exp [ -E/( kT)] , demonslrc a relaqao de Einstein D,/\i+ = kT. (c) Para uma 
de concentracoes n(xi)/n(xi) = 10 , a temperatura ambiente, calcule a fem resultantc 6. 



7 

CAMPO 
MAGNETICO 

Ja na Grecia antiga sc conhcciam as propricdadcs dc urn mindrio dc ferro encon- 
trado na regiao da Magnesia, a magnetita ( Fc j 0 4 ) : urn pedaco dc magnetita d urn (ma 
permanente, que atrai pequenos fragmentos de ferro. 

Em 1 100 A.C., os chineses ja haviain descobcrto que lima agulha de magnetita 
capaz de sc oricntar livrcmcnte num piano horizontal alinha-se aproximadamentc na di- 
recao norte-sul, e usavam cstc aparclho, a bussola. na navegacao. 

Em 1600, William Gilbert publicou urn importante tratado sobre o magnctismo, 
onde observa, pela primeira vez, que a propria Terra atua como urn grande l'mii. 

Urn (ma pennancnte (cm particular, a agulha magnetica dc uma bussola) tern urn 
polo norte (N) e urn pdlo sul (S), c c facil vcrificar, com dois (mas, que seus p6los de 
mesmo nome (N c N ou S c S) se repclem, e que seus polos de nomcs contrarios (N e 
S) se atraem. 

Podcn'amos cntao pensar em descrever o magnetismo produzido por fmas pcrma- 
ncntcs de forma analoga a elctrostatica, introduzindo cargas magndticas N e S por ana- 
logia com cargas eletricas + e -. 

Entretanto, a experiencia mostra que nao e possi'vel separar um do outro os polos 
N e S dc um (ml. Se 0 partirmos cm dois, cada um deles continuara tendo polos N e S. 

Em anos rcccntcs, fez-se um grande esforco experimental para verificar se exis- 
tem partfculas com "carga magnetica", que seriam polos N ou S isolados {monopolos 
magneticos). Nenhum jamais foi detectado. 

E portanto um fato experimental basico no estudo do magnetismo que nao exis- 
tent cargas magneticas (polos magneticos isolados). 

Podemos pensar numa barra ou agulha imantada como analoga a um dipolo - 
magnetico em lugar de eletrico. A barra magnetica seria analoga a um dieletrico polarizado. 
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c os polos none e sul que aparecem cm suas faces scriam analogos as cargas de polari- 
zacao ligadas sobrc as extremidades de uma barra dieletrica polarizada (note que, tambdm 
neste caso, sc parti'sscmos uma barra em duas, cargas superficiais de polarizacao apare- 
ceriam nas novas faces). 

Sabemos que a posicao de equilibrio de urn dipolo num campo eletrico uniforme 
correspondc ao dipolo alinhado com o campo. Por analogia, podemos mapear a direcao 
c o scntido de urn campo magnetico num dado ponto como a direcao de equilfbrio e o 
scntido S -> N de uma pequena biissola colocada ncstc ponto. 

Quando salpicamos limalha de ferro sobrc urn una, cada pcqucno fragmcnto de 
ferro se magnetiza por inducao e funciona como uma minuscula agulha imantada (bus- 
sola), indicando a direcao do campo, de modo que matcrializamos assim as linhas de 
forga magnetkas. 

7.1 Definicao de B 

Para definir E, considcramos a forga F = qE que atua sobrc uma carga de prova 
puntiforme q colocada num campo eletrico. Ja o campo magnetico exerce forcas sobre 
cargas em movimenlo. Verifica-se cxpcrimcntalmcntc que a forca e proporcional a carga 
e a magnitude da velocidade da parti'cula. Entrctanto, a direcao da forga e perpendicular 
as direcoes da velocidade v e do campo magnetico. A forca F e dada por 



onde k e uma constante positiva, que depende da escolha do sistema de unidades, eve 
a velocidade da parti'cula de carga q em rclacao a urn referencial inercial. 



¥ = k q v x B 



(7.1.1) 




B 



v 



Logo I F I °= sen H. onde 0 e o angulo cntrc 1$ e 
v; F 6 perpendicular a v c a B. e anula-se sc 
v c paralelo a B. No SI. loma-se k= I. Logo, 



F = q v x B 



(7.L2) 



Figura 7.1 Forga magnetica 
sobre uma carga 



o que define a magnitude de B. Em particular, se v e perpendicular a B e se 
I V I = \ ^ , q = IC elFI = IN, obtemos a unidade de I B I nesse sistema, que se 
chama IT (Tesla): 
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N/C 

IT = I 



(7.1.3) 



m / s 

IT corresponde a urn campo magnetico muito intense E tambcm rauito usada a unidade 
de IBI no sistema CGvS. que e o Gauss (G): 



1G = I(T 4 T (7.1-4) 

O campo magnetico da Terra i5 ~ 0,6 G =6x10 " 5 T. Campos magnclicos muito in- 
tensos produzidos em laboratdrio, durante tempos muito curios, atingem algumas cen- 
tenas de T. 

Consideramos acima uma situacao em que so existe campo magnelico atuando 
sobre a carga q. Sc cxistir, alem disso, urn campo eletrico E. a forca resultante 6: 

F = ,/(E + vxB) (7.1.5) 

que se chama forga de Lorentz. 

E, como F. e um vetor polar. Como v lambem e urn vetor polar, para que o pro- 
duto vetorial v x B seja polar e prcciso que B seja um vetor axial, ou scja, o sentido de B 
esta associado a uma convene do. Da forma como o definimos, e a convencao S— > N da 
agulha magnetica de prova. 

Sc a carga q sofre um deslocamento dl durante um intervalo de tempo infinitesi- 
mo dl, tcmos dl = v dl , e o trabalho rcalizado pela forga de Lorentz c 

dW = F • dl = F • v dl = q E • v dt 

pois v • ( v x B ) = 0. 
Logo, 

— = qE v (7.1.6) 

e a potencia [trabalho/(unidade dc tempo)] associada a forca de Lorentz, que se deve ex- 
clusivamente ao campo eletrico. O campo magnelico ndo realiza trabalho. porque a forca 
magnetica c sempre perpendicular a vclocidade da partfcula. 

Assim, a cnergia cinetica de uma partfcula carregada num campo puramcnte 
magnetico permanece constante. 

Exemplo: Movimento num campo B uniforme 

Tomando o eixo Oz II B , temos B = B z. Se a velocidade inicial v „ da partf- 
cula tern uma componente v 0 * 0, esta componente nao se altera, porque 
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F t = 0 . Logo, basta considerar a projecao do movimento sobre o piano (xy) perpendi- 
cular a B. 

Como a energia cincdca nao se altera, a magnitude da velocidade no piano (xy) 
e constante, e a forca (portanto tambem a aceleracao) 6 sempre perpendicular a veloci- 
dade, o que e uma caracterfstica da aceleracao centrfpeta no movimento circular uniforme 
(fig. 7.2). Se v = I v I e a velocidade inicial no piano (xy), temos 




q =-e 



F = q v B = m — 



o que da para o raio r da drbita circular: 



r = 



qB 



(7.1.7) 



Figura 7.2 6rbita circular num carnpo B 
(B aponta para cima). 



V q 
bi = — = — B 
r m 



(7.1.8) 



6 a freqiiencia angular correspondcnte ("freqiiencia de cfclotron"), que s6 depcnde de 
(q/m ) c B. Essa freqiiencia angular 6 indepcndcnte da velocidade da particular o raio r 
cresce com v, mas o tempo para uma volta completa indcpendc de v (cf. Fisica Bdsica 
I, Sec. 5.4). 

Se v 0: * 0, 6 preciso supcrpor ao movimento circular cm torno de B urn movi- 
mento umforme na direcao de B, de forma que as partfculas carregadas descrevem helices 
espiralando cm torno das linhas dc B. 

Trajetorias circularcs de partfculas carregadas em campos B unifonnes tornam-se 
visiveis cm mstrumen.os cmpregados na ffsica dc partfculas. Historicamcnte, urn dos mais 
importantes fo, a cdmara de Wilson, urn recipiente contendo vapor dc agua quase sa.u- 
rado, em que se faz uma expansao adiaba.ica subita, resfriando-o, o que torna o vapor 
supcrsaturado. Gotinhas de agua tcndem en.ao a condensar-se em torno dos fons existentes 
na camara, produz.dos pcla passagem da partfcula carrcgada que se quer detectar, cuja 
trajetoria 6 assmi materializada e pode ser fotografada. 

Com urn campo B perpendicular ao piano da trajctdria na camara, ela € urn 
crculo ou arco de cfrculo, cujo raio ,nv/(qB) da a informacao sobre a magnitude do 
momento mv da partfcula; se conhecermos o senddo de percurso, tambem da o sinal da 
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Figura 7.3 Trajetoria de urn positron numa 
camara de Wilson, com B para dentro do piano. 
A placa e atravessada de baixo para dma. 



carga (na fig. 7.2, o sentido de pcrcurso anti-horario e para uma carga negativa; para uma 
carga positiva, o sentido seria horario). 

-— -„ Um exemplo famoso foi a foto obtida em 

1932 por Carl Anderson, cm que a partf- 

\ cula atravessava uma placa de chumbo, 

; com B dirigido para dentro do piano da 

/ foto, cujo aspecto e esquematizado na fig. 

7.3. A trajetoria tinha caractensticas tf- 
picas de um eletron. A diminuicao do 
raio de curvatura /• de baixo para cima, 
associada com uma pcrda de momento 
ao alravessar a placa, mostra que o senti- 
do € anti-horario. Isso permitiu concluir que a carga era positiva c levou a dcscobeila do 
pdsitron. 

Aplicacoes importantes do movimento de particulas carregadas, cm campos cletricos 
e magn&icos, ja foram vistas no curso de Mecanica (Ft'sica Bdsica 1, Sec. 5.4): determinacao 
de e/m e nas experiencias de J. J. Thomson, filtro de velocidades, cspcctromctro de massa, 
cfclotron. Exemplos encontram-se nos problemas do final deste capftulo. 

O Jlu.xo de B 

O fluxo de B atravtJs de uma superfi'cie 5, com versor da normal n , 6 definido por 

(7.1.9) 



0= J B n 



dS 



Como nao existcm cargas magneticas (monopolos), o analogo magnetico da lei dc Gauss e 

(7.1.10) 



| B n </S = 0 



para qualquer superfi'cie fechada. Se V e o volume contido dentro de S, isto implica, pelo 
tcorcma da divergencia, 



divBJv = 0 



o que so e posstvel, sendo V qualquer, se 



div B = 0 



(7.1.11) 



(7.1.12) 



Essa € uma das cquacoes de Maxwell, representando uma propriedade fundamental do 
campo B. Dela decorre, como sabemos, que as linhas de for$a magneticas sao sempre 
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fechadas (nao hd fonies nem sorvedouros), ou entao tern de iniciar-se e terminar no 
inflnito (sao "fechadas no infinito"). 

A unidade de fluxo magnetico e 1 Wb (Weber). Temos [cf. (7.1.3)] 



IT - 1 



Wb 



(7.1.13) 



nr 



7.2 Forca magnetico sobre uma corrente 



Figura 7.4 Trecho condutor 
com corrente j 



j = -„e(v) 



Consideremos urn trecho infinitesimo dl 
de um fio condutor de seccao transversal 
A (fig. 7.4), percorrido por uma corrente 
cletrica de densidade j. Supondo, para fit 
xar iddias, que se trate de um fio condutor 
metal ico, onde OS portadorcs de carga sao 
eletrons livres, sabemos que 

(7.2.1) 



onde ndo ni'nnero de eletrons livres por unidade de volume e < v > € a velocidade mddia 
dos eletrons associada a corrente. 

Num campo magnetico B, a forca mtfdia sobre cada eletron livrc scrd entao 
-e < v> x B , e a densidade de forca f (forca por unidade de volume) exercida pelo 
campo magnetico sobre a corrente serd 



f = -n e (v) x B { f = j x B 



(7.2.2) 



A forca total dF exercida sobre os eletrons livres contidos no volume Adl do condutor 



sera entao 



dF «'f A dl - j A dl x B 



ou seja, se /' e a intensidade da corrente. 



dF = r dl x B 



(7.2.3) 



onde id\ chama-se um "elemento de corrente" (veja Sec. 8.3). Admitindo que essa forca 
se transmite ao fio (veremos na Scq. 7.3 o mecanismo pelo qual isto acontece), temos 
que dF e a forca exercida pelo campo magnetico sobre o trecho dl do fio condutor. 

A forca resultante sobre o circuito fechado C onde passa a corrente (uma corrente 
cstacionaria sempre flui num circuito fechado, como vimos na Sec. 6.2) e 
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■ = /<tdlxB 



(7.2.4) 



Em particular, sc o campo e unifonne, tcmos 

F = /^dljxB = 0 

poistf dl = 0 , pcla rcgra da adicao de vciores. Logo, & forgo resultante sobre qualquer 
circuito pcrcorrido por uma corrente estacionaria e nula. Isso nao quer dizer, porcm que 
o torque resultante seja nulo. 

Com efeito, consideremos urn circuito rc- 
tangular de lados a e b percorrido por 
uma corrente estacionaria i e situado num 
campo unilbrme, que supomos primeiro 
paralelo ao lado a. (fig. 7.5). 

Como os lados l e 3 sao para- 
lelos a B, nao contribucm para as for- 
cas. No sistema de coordenadas da 
fig. 7.5, a forca F 2 sobre o lado 2 6 
ibx x {By) = -iBbx, igual c con- 




Figura 7.5 Espira retangular 
num campo B uniforme. 



traria a forca F 4 sobre o lado 4, o que 
corrcsponde a urn bindrio de torque 



x = (iBb)ai = iSBi = mxli 



em que S = ab c a drea do circuito C c definimos 



m = i S x = i S ii = / S 



(7.2.5) 



(7.2.6) 



onde n 6 o^versor da normal oricntada ao piano do circuito (orientafoo: visto da extre- 
midade de n , o circuito 6 percorrido em sentido anti-horano). 

Se considerarmos outra oricntacao do pia- 
no de C, como na fig. 7.6, teremos 

F, = i(o cos<> x + a sen 0 y) x B y = 
= i a B cos $ z 

que, com F, = - F ( , nao produz torque. 

Por outro lado, F 2 e F 4 nao se alteram, 

mas o braco do binario e agora a sen § , 

de modo que, com n = sen 0 x - cos § y , 
Figura 7.6 Outra orientacao da espira vem 
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X = (/ B b) a sen<|) z = i S B sen<}> z = 
= / 5 (sen (Jx - cos <t»y)x(fiy) = j'5nxB = mxB 

Assim, o resultado (7.2.5) permanece valido. 

A expressao do torque 6 inteiramente analoga a da (4.4.17) para um dipolo ele- 
trico p num campo eletrico uniforme E (t = p x E ) . Dizemos por isso que o circuito 
se comporta como lendo um momento de dipolo magneiico. 



m = / S 



onde S = 5 n c a sua area orieniada. 




Figura 7.7 Espira circular num campo uniforme 



(7.2.7) 

Embora lenhamos obtido esse resultado 
para um circuito retangular, ele permane- 
ce valido para circuitOS de forma qual- 
quer. Se considerarmos, por exemplo, 
uma espira circular de raio a, com 
B = By , tercmos (fig. 7.7) 

dlxB = (fl£/<>)flscn<|>(-x) 
ou seja, 

dF = -iasenty ■ B dty x 
cujo torque em rela^ao ao cixo z <S 



dt = PT x dF = a scn0 yxrfF = ifl : B seir<{> z <ty 



e o torque total e 



: = \d\ = i" 2 ^^ scn 2 $r/<> jz = ia 2 ||<J> - ^scn 



Finalmcnte, 

T = i(na l )Bz = iSBz = m x B 

confirmando que as (7.2.5) e (7.2.6) pcrmanecem viilidas. 

A posicao de equilfbrio corresponde a 
m // B , ou seja, n // B : o circuito tende 
/\ >\ / / ^ \ a orientar-se perpendiculannente ao cam- 

( \ ) A i ^- — ^ j po magnetico. A fig. 7.8 dd uma regra 

mnemonica para lcmbrar qual e a "face 
none" e qual a "face sul" do dipolo mag- 
Figura 7.8 Face norte e face sul n,ilico equivalente ao circuito (m aponta 

do sul para o norte). 



de uma espira com corrente 
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0 torque sobrc uraa cspira ou bobina percorrida por uma corrcntc c siluada num 
campo magnetico e a base de aparelhos de medida da intensidade da corrente, como gal- 
vanomelros e ampen'metros (pois o torque c proporcional a intensidade i), bem como dos 
motores de corrente conti'nua. 



7.3 O efeito Hall 



j 



Figura 7.9 Barra com corrente num campo B 



Considercnios uma barra condutora por 
onde passa uma corrente de densidade j 
(tomamos Ox II j ). situada num campo 
magnetico unil'orme B =Bi (fig. 7.9). 
Supondo a corrente devida a urn linico 
tipo de portadorcs. de carga q. temos 



\ = nq(v) = nq(v)\ (7.3. 1) 



onde /i c a densidade de portadorcs. 

Na presenca do campo B. atua sobre cada portador a forca media 

q(v)xB=q(v)Bxx£=-q(v)B$ 

dirigida para baixo, pois tern o senlido de j x B (sc os portadorcs sao etetrons, 
q = - e < Oe|i'! < 0 . pois eles se movem para a esqucrda. se j e para a dircita). Logo, 
acumula-se urn excesso de cargas q embaixo, deixando urn exccsso de cargas de sinal 
oposto em cima (fig. 7.9). 

Para lixar as ideias. suponhamos que os portadores sao elelrons. As cargas nega- 
tives continuam se acumulando embaixo. deixando carga positiva oposta em cima. atd 
que 0 campo eletrico vertical E " ' assim gerado. dirigido de cima para baixo. compense 
exatamente o efeito do campo magnetico sobre cada portador de carga: 

^e^I^I^xbI 

Se i/ca largura da barra. a for$a eletromolriz transversal a corrente assim gerada c 



A prcssao devida ao jmpaclo das cargas sobre as paredes. transmitida ao condulor. e 0 mecanismo microscopico de 
gerasio da forca (7.2.3). 
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Esse efeito foi descoberto por E. H. Hall em 1879. e a fern chama-se />w Hall. 

Note que a pane de cima da barra na configuracao acima estara a potencial mais alto que 

a de baixo se os portadorcs tern carga negativa. como eletrons. mas estara a potencial 

mais baixo se tivercm carga positiva. Logo, o efeito Hall pode ser usado para determinar 

o sinal dos portadores de carga . Tambem pode ser usado para determinar o coeficiente 

Hall — . 
nq 

A fern Hall e extremamentc pequena. Por excmplo. para una fita de cobrc de lar- 
gura d = 1 cm c espessura de 0,1 mm, transportando uma corrente i = 10 A num campo 
magnetico R = 1 T, obtemos (a temperatura ambicnte) 



10 



= 10 



- A 



A 10 2 x 10- 4 m- 
n * 8.5 x 1 0 :s eletrons / m 3 
\q\ = e = 1.6 x 10~"C 



s = 



io 7 



8.5 x 1,6 x 10' 



x |() 2 V 



* 7,4 uV 



Verifica-se assim que. em alguns tnetais, os portadorcs dc corrente sao buncos (carea +*) em liigar de clcirons 
(carga -e). 
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PROBLEMAS 



1. Uma bussola trade a oscilar antes de alinhar-se com o campo magnetico da Terra 
22"* agUlha UnanU,da de ^ dipolo magnetico m e momenta de incrcia /' 
«qpwa de forma a poder oscilar livrcmcnte cm torno de um eixo vertical, si.uada nun, campo 

euco horizontal undormc B 0 . As dirccocs de m e B (1 formam inicia.meme um pequc no 
ftngulO e Calcule a (reqtlgncia angular de osci.acSo (desprczando o amortecimento) c mostre 
que sua dctermmacao pcrmitc medir I m I ■ I B 0 I. 

2. A aguiha iman.ada do problems 1 tambem produz um campo magnetico, que. conforme 
-r, v,s,o no capf,u.o 8, so difere do campo de um dipolo e.etrico J pelas'subs^ 

u 1/M » onde Ho * u .na conslan.e (penneabilidade magnetica do vacuo) (a) Usan- 
o esse re.su.tado, determine o campo magnetic. B (cm modulo, direct e .sentido, produzido pell 
aguiha num ponta P s.tuado em seu prolong :U nento, a uma distancia d da agu.ha. (b) Suponha 

Sa^ssi taobiHz f' ,uma ***** ********* *> «l mSSsx 
os b rsz para ° po,u ° p defi,,ido na p:mc ca> ' ■«* «**■ « 

Campo? B e B 0 . Detennme o angulo a entre a oricntacao de equilfbrio da segunda aguiha e B 
Mostre que, medindo-o, pode-se determinar a razao I m I / | „„ I. SinandO e5e' 
-ultado com o do problema .. obtem-se os valores de m e de B 0 . Es.se m'etodo 6 detdTa GaJss 

Ten-, nnL <a) o Ca ' CUlC * * de um * ™gnetico da 

Terra, numa reg.ao em que elc possa ser tratado como unilorme e de in.ensidade 0.5 Gauss (b) 
Para um eletron com energia cinetica de 1 keV, tfpica daque.a encontrada 03 aurora borea. calcule 
0 raio de curvatura ncsse campo. 




4. No espectrografo de massa de Bainbridge 
(fig.), hi um campo eldtrico unilorme E c um 
campo magnetico uniforme B perpendicular 
ao piano da figura na regiao entre as placas 
Pi*, ajustados de modo a formar am fiUm de 
wlocidades, ou seja, s6 deixar passar tons dc 
veJocidade v bem definida para a regiao semi- 
circular inferior, onde existe um outro campo 
unifonne \V tambem perpendicular ao piano 
da figura. Mostre que, para fons de carga e. o 
raio R da orbita semicircular e proporcional a 
massa do ion. de forma que a placa fotogra- 
fica C registra um especiro de ?nassa. em que 
a distancia ao longo da chapa 6 proporcional 
a massa do fan. 



5. Considcre uma espira circular dc raio a 
suspensa por um fio vertical VV dc constante 
de torcao k, situada num campo magnetico B 
uni forme com a orientacao inicial da figura. 
O momcnto dc inertia da espira em relacao 
ao eixo VV e /. Faz-se passar atraves da es- 
pira um pulso nipido dc corrcnte dc duracao 
/ e intensidade maxima i, tao curto que a es- 
pira nao tern tempo dc sc mover durante o 
tempo t. Mostre que o angulo de deflexao ma- 
ximo do piano da espira, 0o , € proporcional 
a carga total q = it contida no pulso. Estc 6 o 
prinefpio do galvanomctro bah'stico (cm gcral 
se utiliza uma bobina com N espiras). 
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A LEI 
DE AMPERE 

No capi'tulo precedente, discutimos os efeitos do campo magnctico sobre partf- 
culas carregadas em movimento e sobre correntes em circuitos, sem nos preocuparmos 
com as fontes do campo magnctico (exceto pela existencia de mias permanenles, cuja 
natureza microscopica nao foi analisada). Ja que nao existem polos magneticos isolados, 
quais sao as fontes de 3? 

Em 1819, o ffsico dinamarqucs Hans Christian Oersted, procurando ver se uma 
corrente eletrica atuaria sobre um una, colocou uma bussola (agulha imantada) perpendi- 
cular a um fio retilmeo por onde passava corrente, e nao observou nenhum efeito. Entre- 
tanto, descobriu que, quando ela era colocada paralelamente ao fio, a bussola sofria uma 
deflexao, acabando por orientar-se perpendicularmente a ele!. 

Por conseguinte, uma corrente produz um 
campo magnctico e, para um fio retilmeo 
que transporta corrente, as linhas de forca 
magneticas sao -irculos em pianos per- 
pendicularcs ao fio, (fig. 8.1), cuja orien- 
tayao (que da o sentido de B) 6 anti-ho- 
rdria quando vista por um observador 
que vc o sentido da corrente atr; vessd-lo 
dos seus pes para a sua cabefa. 
Os resultados de Oersted foram aprcscn- 
tados em ' 820 numa reuniao da Acade- 
mia de Clcncias da Franca, em Paris. O 
jovem fi'sico Andre Marie Ampere assis- 
Figura 8.1 Campo magn6tico ,iu a a P r esentacao e, imedia.amen.c apos, 

devido a uma coaente dcu imcio a uma serie de experiencias 




140 



beh'ssimas, cujo primeiro resultado, anunciado uraa scmana depois, dizia respeito a inte- 
rac5o magnctica entre dois fios iransportando correntes paralelas. Ampere foi chamado 
por Maxwell de "o Newton da eletricidade". 

8.1 A lei de Ampere 

Como div B = 0 , as linhas de forca magneiicas sao necessariamente fechadas 
(possivelmente no infinito). Urn excmplo sao as linhas de forca circulares em torno de 
urn fio retilfneo com corrcnte (fig. 8.1). Logo, a circulacao de B ao longo de uma linha 
de forca fechada 6 necessariamente * 0 (positiva ou negativa conformc a orienta^ao que 
se de ao elemento de linha dl). Para uma curva fechada C qualqucr orientada, com 
oricnlacao definida da forma indicada na fig. 8.1, a circulacSo 6 



Resulta das expcricncias de Ampere que essa circulacao e proportional d inten- 
sidade de corrente i total que atravessa a curva C: isto vale para correntes estaciondrias. 




que as vezes e chamada de "forsa magnctomotriz", por analogia com a (6.8.10). 




Como I B I mede-se em 



N 



e / em C/s , as unidades de k sao 



N N 



(C/s) 2 A 2 



No SI 




(8.1.1) 



onde 



U 0 =4tix10' 




(8.1.2) 



A (8.1.1) e a lei de Ampere para correntes estaciondrias e a constante ji 0 chama-se 
permeabilidade magnified do vacuo (cf. Se^. 1 1 .2). 



8.1 A lei de Ampeie 
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Na lei dc Ampere, C e uma curva fechada arbitrdria e i a corrente total que a 
airavessa. Em particular, se a curva C c inteiramente externa a regiao onde existem 
correntcs, / = 0 no 2.° membro. 

Se aplicarmos a lei de Ampere no interior 
da distribuicao de corrente, a uma super- 
ffcie S limitada pelo contorno C, teremos 
(fig. 8.2) 




Figura 8.2 Circuito C intemo 
a distribuicao de corrente 



dS 



(8. I. 3) 



e, pelo tcorema do rotacional, 



| B dleJiotB-fldS 



(8.1.4) 



ondc a convencao sobrc a orientacao da normal n 6 a mesma nos dois casos. Logo, 

| rot B n<tf = M () J JfidS 



"5 "S 
o que tern dc valer qualquer que scja S. Isso s6 e possi'vel se 



rot B = u 0 j 



As equacocs 



div B = 0 
rot B = p 0 j 



(8.1.5) 



(8.1.6) 



sao as equates de Maxwell para o campo magnelico no vdcuo produzido por correntes 
estaciondrias, da mesma forma que 



rot E = 0 
div E = 



(8.1.7) 



sao as equacdes de Maxwell para o campo eletrosidtico no vdcuo produzido por cargas 
estdticas. 

Note que, se associarmos B com E e j com p, o analogo de e 0 e 1 /\i 0 : 

e„ <r> 1 / u 0 I (8.1.8) 



A restri?ao a correntes estacionarias esta embutida na forma local da lei de Ampere, 
rot B = \i o j . Com efeito, como foi observado ao discutir os operadorcs vetoriais asso- 
ciados a V, para qualquer vctor vale a identidade (4.5.14): 
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Logo, 



div rot v = V (Vxv) = 0 



(8.1.9) 



rot B = n„ j 



div (rot B) = 0 = n„ div j { div j = 0 



que 6 a condicao para que a dislribuicao de correntcs seja estacionaria. 

A lei de Ampere c util para o calculo de B quando c somen te quando a distri- 
buicao de correntcs 6 cspccialmcntc simetrica: e preciso que a dirccao c sentido de B 
possam ser obtidos como conseqiiencia da simetria, e que a magnitude I B I tambem eslcja 
simetricamente distribufda, pemiitindo assira o calculo da forca magnetomotriz. Ha uma 
grande analogia com a utilizaciio da lei de Gauss para o calculo de E na eletrostatica. 

Exemplo: Campo magnetico de uma corrente retilmea 

Considcrcmos urn fio condutor muito lon- 
go, cih'ndrico, de raio a, que transporta 
uma corrente i. A dcnsidadc de corrente 
j esta uniformcmenie distribufda sobre a 
sec?ao transversal, de forma que 

r = k crj 

Pcla simetria axial, as linhas de forca de 
B, dentro e fora do fio, sao ci'rculos con- 
centricos. orientados como na fig. 8.3, e 
a magnitude de B nao varia ao longo de 
cada um desscs ci'rculos. 

Figura 8.3 Linhas de forca de B em tomo 
de uma corrente num fio cilindrico 

Logo, tomando coordenadas cilfndricas 
com eixo Oz // j , temos, no piano de 
uma scc5ao transversal (fig. 8.4), 

B = /?(p)(p 

A 

o que dd, com dl = p a<p <p , 




B dl = 2 R pB (p) 



Para um ponto externo ao fio 
( p > a ) , a corrente que atravcssa C e a 
corrente total /. Logo, a lei de Ampere da 




Figura 8.4 Seccao tranversal do fio 



27tpfl(p) = Mo'- I B(p)-^(p>«) 
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(8.1.10) 



Ja" para um ponto P, interno ( p < a ) , a correntc que atravessa C 6 



Logo, 



Finalmento, 







B = 





(8.1.11) 



(8.1.12) 




8.2 O potencial escalar magnetico 





Figura 8.6 0 caminho n atravessa C; 
T2 nao atravessa. 



Considcremos uma espira plana Cpcrcor- 
rida por uma correntc i. O interior da es- 
pira 6 uma area plana S. Pela lei de Am- 
pere, como qualquer curva fechada T 2 
que nao corta 5 nao 6 atravessada Tela 
corrente (fig. 8.6), tcmos 



|b d! = 0 

J r 2 



(8.2.1) 
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ou seja, 



dl 



6 independent do caminho que liga 1 a 2, desdc que s6 se considerem caminhos que ndo 
cortam S. 

Com essa restricdo, podemos definir, por analogia com E = - grad <p , um po- 
tential escalar magnitico y lal que 



B = -grady ; JVdl = -J^/vj/=\j/, -vj/ 2 



(8.2.2) 



Entretanto, sc admitirmos um caminho como T t , que e" atravessado pela corrcntc i, na 
fig. 8.6, no sentido negativo, a lei de Ampere da" 



B dl = -u 0 ; 



(8.2.3) 




e em sentido oposto ten'amos + |io/. Se percorresscmos Ti n vezes seguidas, ten'amos 
- n [i 0 i ; em sentido oposto, + ;/ (i 0 / . 

Como ilustrado na fig. 8.6, podemos Iigar T 2 a T, por uma "pontc", que 6 per 
corrida duas vczes em sentidos opostos pi, de modo que as contribui?6es se cancel; 
e obter um novo caminho I'echado que atravessa S - e pode atravessar S um niimer 
qualquer dc vezes, em ambos os sentidos. 

Assim, se nao introduzirmos resiricoes, \\i podera assumir, em cada ponto, infi- 
nitos valorcs, que diferem uns dos outros por multiplos inteiros de \i a i . 

Para tomar um'voco o valor de vj/, pode- 
mos introduzir uma barreira: uma supcr- 
ficie geometrica de contomo C - por 
cxcmplo a superffcie plana S - impondoj 
que nenhuma curva possa airavessar es' 
barreira. O preco que se paga por isso 
que y, cmbora um'voco, sof're uma dew 
COntinuidade ao atravessar 5: sc 1 e 2 sao 
pontos imcdiatamcnte abaixo e acima 
.S' (em rclacao ao sentido da normal n ), 
teremos (fig. 8.7). 




Figure 8.7 Circuilo Ti interrompido por uma barreira 
[(a) vista lateral] 



V2 - ¥i = |W= -| (| . } B ■ dl - Mo / 



(8.2.4 
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Vamos mostrar agora que um potencial desse tipo seria produzido por uma camada de 
dipolos magneticos distribufdos sobre a superffcie 5. Para isso, vamos recapitular primeiro 
o problema corrcspondcnle na eletrostatica (Sec. 4.4). 




Figura 8.8 Dipolo puntiforme na origem 



Vimos la que o potencial elctrosta'tico 
num ponio P dcvido a um "dipolo punti- 
forme" p na origem 6 



V(P) = 



p ■ r p cos 8 
47ie 0 r 3 4ne 0 r 2 



(8.2.5) 



onde r = OP. 



Da mesma forma que consideramos uma densidade superficial de cargas a sobre uma 
superffcie S 



a = 



dq 
dS 



consideramos na (4.4.11) uma densidade 
superficial de dipolos 5, tal que um ele- 
mcnto de superffcie dS tern um momento 
dc dipolo dp = 5 dS = SndS (n = 
versor da normal a dS). O potencial em P 
devido a dp e cnlao [fig. 8.9(a)] 



dV = 



dS cos 9 



4jtEo 



Mas 





Figura 8.9 (a) Dipolo dP assoaado a dS; 
(b) Angulosolidodii 



d S cosG 
2 = < lQ 



c o Sngulo solido sob o qua] dS e visto a partir do ponto P. 
Logo com 5 uniforme, 



V{p)J dv = JL_\M^ 
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V(P) = 



4ite 0 



a 



(8.2.6) 



onde Q6o angulo sdlido total sob o qual 
a superficie 5 e vista a partir de P. Note 
que Q so depende do contorno C de S: e 
o mesmo para qualquer superfi'cie limita- 
da por C (fig. 8.10). 





Figura 8.10 Angulo solido SI assodado 
a curva C, vista de P 



Para pontOS P: acima de S, Q > 0 (8 6 
agudo); para P\ abaixo de 5 (fig. 8.11) 
ii < 0 (8 6 obtuso). Se P 2 tende a 5 por 
cima, Q — » + 2ji (scmicspaco); sc /'i 
tcndc a S por baixo, Q — > -2k. Logo, 
como vimos na (4.4.15), 



Fhura8.11 Sinai de Q 



V(P 2 )-V(/j) 



T^-(a-n,) = - 



mostrando que V tern uma descontinuidade 8/Eo atraves de 5. 

Para passar de dipolos cletricos para magneucos, basta substituir 



dp = 5dS -> dm = /dS 

1/e 0 -» Ho 



onde a ultima relacao decorre da (8.1.8). 
Conclufmos que 



(8.2.7) 



(8.2.8) 



(8.2.9) 
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P 



Figura 8.12 Angulo sblido associado 
a espira C e ao ponto P 



C 



onde £li> e o angulo sdlido sob o qual o 
circuito C 6 visto a partir de P (fig. 8.12), 
6 o potcncial escalar magndtico criado 
pela corrente i, pois B = — grad \j/ satis- 
faz, por construct, a lei de Ampere. 
Note raais uma vez que Q s6 depende de 
C, e nao da forma da superffcie S que se 
ap6ia sobre C. 



Note tambem que o momento de dipolo magnetico total associado a corrente 6 



que e cxatamente o resultado ja obtido na (7.2.6) para a resposta do circuito a um campo 
B externo (t = m x B ) . Vemos agora que o campo B criado pela corrente i tambem 
e equivalente ao de um dipolo magnetico, dado pela mcsma exprcssao: m = iS. Esse 
resultado 6 devido a Ampere (1823). 

Existe um outro tipo de potencial cm termos do qual se pode exprimir o campo 
B, chamado potencial vetor, que tern a vantagem de nao ser descontinuo como y, mas 
cuja introdu?ao cxigiria maiores conhecimentos de andlise vetorial, de modo que nao a 



discutiremos aqui (cf. Se?. 12.6). 

8.3 A lei de Biot e Savart 

Conforme acabamos dc vcr, uma corrente estacionaria i num circuito C produz 
num ponto P de vetor de posi?ao R em relacao a uma origem O (fig. 8.13) um campo 
magnenco 




(8.2.10) 



B = -grad V , v|/(R) = -^Q K 



(8.3.1) 




onde Q R 6 o angulo s61ido sob o qual o 
circuito C 6 visto a partir dc R. 



onde 5 € qualquer superffcie de contor- 
no C. 




Figura 8.13 Angulo solido visto a partir de R 
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Se deslocarmos o ponto P de R para R + d R , onde dR e infinitesimo, teremos 
dy s \(/(R + dR) - y (R) = grad y dR = -It dR 

ou seja, 



B dR = V (R) - ¥ (R + dR) = ^(Oa- 



(8.3.3) 




Mas, para calcular Q R f , K , tanto faz dci- 
xar C fixo e deslocar o ponto P dc dR 
como deixar P fixo e deslocar o circuito 
Cde-dR (fig. 8.14) 



_ f ( /5'cos8 



(8.3.4) 



Figura 8.14 Variapao de angulo s6lido 
quando C e deslocado de dR 



onde 5 ' € a supcrfi'cie 5 transladada de 
(-dR). 

Note, porem, que, se adicionarmos a 5 ' a 
superffcie lateral Si do cilindro varrido 
durante o deslocaniento, 5 ' + Si 6 ainda 
iinid supttffcle de contorno C. 



Logo, 



K J 5' + 5, r- J S- J S, 



Por conscguinte. 



no _ f dSco * Q 



ou seja, a diferenca e a integral sobrc a superfkie lateral S, do cilindro varrido. 

Lembrando que 9 e o angulo entre n (versor da normal a dS) e r (vcrsor da dirccao 
que liga dS ao ponto P), temos 



e fica 



dS cos 0 « dSa • r 



4lt J r ,2 
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Mas a fig. 8.14 mostra que 

(-dS)h = (-dR) x dl 



pois a normal n dcvc apontar, tanto em St como em S\ para o scmiespaco que contain 
P. Varrer St equivale a varrcr C com dl, ou seja, 



B dR 



_u ( ,/ f (</Rxdl) f 



4k ■V 



(8.3.5) 



Como (axb) c = (a b)xc para quaisquer vetores a, b, e c, islo equivale a 

(8.3.6) 



dRH^dul^ 

4n J c I 



o que tern de valer para qualquer deslocamcnlo dR. Isso so e possi'vel se 



B = 



Mo' J dlxf 
An 



c r 



(8.3.7) 



Essa 6 a lei de Biot e Savart, que da o campo magnetico devido a uma distribui?ao de 
corrente estacionaria de intensidade /', no circuito C, sob a forma de uma integral dc linha 
ao longo do circuito. 




Freqiientementc sc enuncia essa lei de- 
compondo C cm "elementos de corrente" 
i dl e dizendo que o campo num ponto P 
devido a urn tal clcniento 6 



Figura 8.15 Angulo 0 entre dl e r 



4rt 



u 0 / dlx f 



(8.3.8) 



ou seja, e proporcional a / dl e a sen 6, onde Q 6 o angulo entre dl e r (fig. 8.15); cai 
com r' 1 , como o campo da lei de Coulomb, e tern dirccao c scntido dados pela regra 
do produto vctorial (no caso da fig. 8.15, perpendicular ao piano do papel e dirigido 
para baixo). 



150 



A lei de Ampeie 



Entretanto, e importante lembrar que uma corrente estacionaria sempre esta as- 
sociada a um circuito fechado, e nao ha justificativa para decompd-la em "elemenlos de 
corrente", exceto como etapa auxiliar no calculo: obtem-se o resultado corrcto integrando 
dF ao longo de todo o circuito fecliado C pcrcorrido pela corrente 

Nao levar isso em conta node conduzir a rcsultados incorretos: por exemplo, as 
forcas de interacao magnetica cntre dois elementos de corrente podem nao obcdecer a 3. a 
lei de Newton, cmbora as forgas integradas sobre os dois circuitos de corrente estaciond- 
ria aos quais eles pcrtencem sempre obedecam a 3. a lei. 

Exemplo 1 - Campo de uma corrente retilinea man fio 




Todos os elementos de corrente contri 
buem em P com &K(P) na mcsma diregao 

A 

e sentido (dados pelo vetor <p da fig. 8.4) 
de niodo que basta somar (integrar) as 
amplitudes: 



U 0 / <farscn8 

it a = —— j — 

471 r l 



B= \ dB 



Figura 8.16 Fio retilineo 



Por simetria, para um fio infinite em que 
a corrente comeca e termina no infiniw 
(tig. 8.16), basta integrar sobre .v positivo 
(0 de | atd 0) e multiplicar por 2: 




sen 9 = £ 



* = pcotg0 i dx = -p 



sen 0 sen 8 



dO 
'sen 2 9 



dx sen 0 sen 9 </8 



J. 



2Ttp Y 



que e o resultado obtido na (8.1.12) pela lei de Ampere. 
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Exemplo 2 - Campo de uma espira circular no eixo 
(a) Lei de Biot e Savart 

z Considcremos uma espira circular de raio 

a percorrida por uma corrente i (fig. 
8.17). Queremos calcular B num ponto P 
do eixo OP = Oz, como soma de contri- 
buicoes dB devidas aos elemcnlos de cor- 
rente dl = (ad(p)ip = dl<p. Como o 
piano P' OP € perpendicular a (p , tamb£m 
P'P = r «5 perpendicular a dl, de forma 
■d£ = adtptp ( l ue ldl x r 1 = dl . A contribuicao 
d Bi do elemcnto em P ' 6 perpendicular 
Figura 8.17 Campo de uma espira circular no eixo a dl Lo 8° esti * no P'ano P ' OP, tendo 

portanto uma componentc radial (dirccao 
OP') c outra vertical (dirccao z). Mas as componentes radiais das contribuicoes dB, e 
d B 2 de elementos diametralmente opostos da espira (em P ' e P ", fig. 8.17) se cancelam, 
e as verlicais se somam. 

Basta considerar portanto as componentes z, 




dR : = 



H-o i dl 



Vemos na fig. 8.17 que V = 4 (dB, , Oz) = 4 PP'O (lados perpendiculares). 
Logo, cos\j/ = a/r, e vcm 



4nr* r 4 n , 



dl i 



puis r = constants ao longo de C. Final mente, 



(8.3.9) 



(b) Potential magnetico 
Vimos que o potencial magnetico y ( P ) 6 dado por 



(8.3.10) 



ondc Q p 6 o angulo solido do qual o circuito C € visto a partir do ponto P. 
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Conforme mostra a fig. 8.18, esse 6 
o angulo solido associado a um cone 
de angulo de abertura 6, onde 
cos 8 = z/r ; Q r e a area de uma es- 
fera de raio = 1, ccntrada em P, que e 
interceplada por cste cone. Como o cle- 
mento de area sobre essa esfcra 
sen 9' d 9' d cp , 



Figura 8.18 Angulo solido i\ t . 
ft,, = j~*dy JrsenO'JG'=2ji(-cose')|J { | Q,, = 2jt(l-cos0) 
Logo, como r = (a 2 + z 2 ) 1 ' 2 



(8.3.11) 




(8.3.12) 



A cxprcssao obtida c valida no scmiespaco "acima" de C, onde ft,, > 0 ; no semiespaco 
"abaixo" e preciso trocar o sinal ( ft,, < 0) . 
A partir de calculamos B por 



Mo/ (a 2 +Z 2 -Z 2 ) „ 

2 ' W+tf 



\i/2 




(8.3.13) 



que € o mesmo resultado (8.3.9). Em particular, o campo no eentro da espira e dado por 

(8.3.14) 



B(0) = ^ z 



Espira como dipolo magnetico 
Para z » a , resulta 



»>/ \ _ Mu ' " 2 - _ jja j S _ p., in 



(8.3.15) 
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ondc Sea a>ea oricntada da espira e ni = iS o momento de dipolo magnctico associado 
a ela. 

Com a correspondencia 1 /£<, —> Ho , p —> m, este € o mesmo resultado 
(4.4.10) para o campo de um dipolo elctrico no eixo. Para urn ponio qualquer r, com 
r » a , tcmos, analogamente a (4.4.8), o campo de dipolo magnctico. 




(a) (b) 

Figura 8.19 Comparacao entre as linhas de forca do campo 
de um dipolo eletrico (a) e de um dipolo magnetico (b). 



Para distancias muito maiores que as dimensoes do dipolo, os dois campos tern a 
nicsma estrutura, mas nao a pequenas distancias. As linhas de E comecam e tcrminam nas 
cargas; as de B sao fechadas, c "atravessam" o dipolo cm sentido oposto as de E (fig. 8.19). 

Exemplo 3 ■ Bobina toroidal 




Figura 8.20 Bobina toroidal 



Considercmos uma bobina enrolada em 
forma de toro, dc raio inlerno a e raio 
externo b, e com um numcro muito gran- 
dc N de espiras (de modo que espiras ad- 
jaccntcs cstao muito pr6ximas entre si), 
pcrcorrida por uma corrente cstacionaria 
i (fig. 8.20). 

Por simetria (considcrando tam- 
bem a supcrposicao dos campos das es- 
piras), as linhas de B dentro da bobina 
devcm scr cfrcufas concentricos com o ccn- 
tro O do toroide, e a magnitude dc B deve 
ser independente de 9. Logo, tomando 
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uma linha circular C de raio r, a lei de Ampere da 



<f B A\ = 2nrB = 



Ho Ni 



(8.3.17) 



pois as N espiras, de corrente i, atravessam C. Logo, 



(8.3.18) 



Para r < a, C nao seria atravessado pela corrente, de forma que B = 0 ; para r > b, C 
€ atravessado duas vezes por cada espira, uma com i entrando e a outra saindo, de modo 
que a intensidade resutiante que atravcssa C c novamente = 0, ou scja, 



B(r) = 0 (r < a ou r > b) 



(8.3.19) 



A^sim, o campo B fica inleiramente confmado dentro do tor6ide , o que e util em muitas 
aplicagocs (ha alguma analogia com o capacitor piano). 

Exemplo 4 • Campo de um solendide 
O raio medio do toroide no exemplo 3 6 



e podemos escrever 



N — 2k R n 



ondc n 6 o m'imero medio de espiras por unidade de comprimenio ao longo do tordide. 
O resultado obtido para o toroide fica enlao 



B(r) = U 0 Hi— 0 {a<r<b) 
B(r) = O fora do toroide 



(8.3.20) 



Que acontece se fizermos a e b tender a °°, mantendo fixa a diferen^a b - a, q 
corresponde ao diametro do toroide? Como o limite de um arco de cfrculo quando o rai 



Islo nao i rigorosamente exalo, pois as espiras descrevem uma Wlice, dc fonna que a corrente lem uma peque 
componentc axial, que da a volta ao toroide, mas o campo que "escapa" e muito pequeno, cm confronto com o cam 
intcrno, para iVgrandc. 
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do cfrculo -> oo e um segmcnto de reta, 
o limite do toroide e um solenoide infini- 
to (bobina cilmdrica). Supomos que se 
manicm constante o numero n de espiras 
por unidade de comprimento, com um cn- 
rolamento scmpre muito compacto (espi- 
ras adjaccntes bem pr6ximas). Temos en- 
tao R/r -> 1 ( R -> « ) , 0 que da" 



Figura 8.21 Solenoide 



B = U 0 n i z deniro do solenoide 
= 0 fora do solcndide 



(8.3.21) 



ou seja, o campo magnetico fica conjlnado deniro do solenoide, onde e uniforme e 
tern a dire^ao axial, e sentido positivo em relacao as espiras orientadas (fig. 8.2.1). A 
magnitude B do campo c (i 0 vezes o produto da inlensidade de corrente pelo numero 
de espiras / (unidade de comprimento). 

Esse ultimo resullado tambem decorre imediatamente da uniformidadc, dirccao e 
sentido do campo, aplicando a lei de Ampere a um circuito rctangular como o ilustrado 
na fig. 8.21(veritiquc!). 




Para um solenoide real, que 6 finito, o 
campo "escapa" pelos intersticios entrc as 
espiras e, principalmentc, pclas extremi- 
dades do solen6ide, mas (fig. 8.22) o 
campo na regiao central ainda permanece, 
com boa aproximacao, uniforme e dado 
pela expressao acima; o campo fora e 
muito mcnos intenso do que dentro. 



Figura 8.22 Campo de um solenoide finito 
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8.4 For;as magnet icas entre correntes 




Figura 8.23 For?a de uma corrente sobre outra 



Consideremos dois fios retilfneos muito 
longos paralclos, percorridos por corren- 
tes estacionarias i\ e i 2 . Suponhamos 
primeiro que clas sao de mesmo sen- 
tido, que adotamos como o de Oz 
(fig.), e sejam ( p , (p , z ) os versores as- 
sociados a urn sistema de coordenadas ci- 
b'ndricas com origem num dos fios (fig. 
8.23), e p ,2 a distancia entre os fios. 



O campo magnetico IV produzido por i, num ponto do segundo fio e" dado por 
[cf. (8.1. 12)] 

A forca com que este campo atua sobre urn trecho dl 2 do segundo fio 6" 
(dl 2 = dlj i) 

dF 2(0 =/ 2 dl 2 xB,=, 2 <// 2 ^ i*± 



o que da 



dF 



2(0 _ Vahh - _ _ 



dF 



1(2) 



2n p,. 



dh 



(8.3.22) 



para a forca (atrativa) por unidade de comprimento excrcida pcla corrente retib'nea i i 
sobre a corrente paralela / : . 

A ultima igualdade (vcrifique-a!) cxprimc a 3. a lei de Newton. 

Se i 2 tivesse scntido invcrso ao de i i ( d h -> - d 1 2 ) , a forca seria repulsiva: 
correntes paralelas (mesmo sentido) se atraem; correntes antiparalelas (sentidos opostos) 
se repelem. A forget de interagao magnetica entre as correntes e proporcional ao produto 
das intensidades e inve rsamente proporcional a distancia entre elas. 

Podemos agora, finalmente. definir 0 ampere, unidade bdsica do SI. Para 
, i= / 2 = I A,p l2 = 1m, a forya por metro tern magnitude Ho/(2n) = 2xlO N : 
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0 ampere e a correnw eslaciotu'uia que, qnando manlida em doisfios retilfneos 
paralelos muito longas separados por uma disidncia de Im, produz entre eles uma forgo 
de interagSo magnified, por metro, fife 2 x 1 0 1 N 

Dai decorre a definicao do coulomb como unidadc de carga e, atravcs da lei de 
Coulomb, a possibilidadc de detcrminar experimcnlalmcnte o valor de Eo por medidas 
puramente eletromagneticas c prcfixado como 4 71 x 10" N/ A ). Estc rcsultado 
dcsempenhara urn papel importanlc no Capi'tulo 1 2. 
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PROBLEMAS 

1. No modelo de Bohr para o atomo dc hidrogcnio, o raio flo da I." 6rbita circular do 
eletron e dado pcla condicao dc quantizacao L = ft , onde ft = 1 .055 x 10" M J • s e L 6 a magni- 
tude do momento angular do eletron cm rclacao ao nuclco (pr6ton). (a) Usando essa condicao, 
mostrc que ao = 4 it Co ft 2 /(me 2 ), onde m e e sao as magnitudes da massa c carga do elytron, 
rcspectivamente. Calcule o valor de ao - (b) Calcule a intensidadc dc corrcnte /' associada ao 
movimento do eletron na sua 6rbita. (c) Calcule a magnitude do campo magnetico praduzido por 
essa corrente na posicao do nucleo. (d) Calcule a magnitude Ha do momento de dipolo magndtico 
associado a corrcnte (magneton de Bohr), e mostrc que Hs/L = e/(2m ) (razao giromagndtica 
Classics). Obtcnha o valor numerico de \ie ■ 

2. Dois fios retili'neos paralelos muilo longos (tratados como innnitos), separados por uma 
distancia 2b, transportam corrcntcs dc mesma intensidade i, cm scntidos opostos (urn d o rctorno 
do outro). Considcrc um ponlo P qualquer do piano dos dois fios. Sobre a perpendicular aos fios 
que passa por P, tome a origem O a mcio caminho entre os fios, c scja x a abcissa de P cm rclacao 
a O. (a) Calcule a magnitude B(x) do campo magnetico em P, para \x\<b (supoe-se que a distancia 
dc P a cada flo c muito inaior que o diametro do mcsmo). (b) Idem para I x I > b . (c) Trace um 
grafico qualitative dc B(x). 

3. Uma espira cm forma dc retangulo, de lados 2a c 2b, iransporta uma corrcnte de 
intensidade ;'. (a) Calcule a magnitude do campo magnetico no centra do retangulo. (b) Tome o 
limite do resultado para a » b e discuta a relacao com o encontrado no Problcma 2. 

4. Uma espira quadrada dc lado L c percorrida por uma corrcnte /". (a) Determine, em 
modulo direcao e sentido, o campo B(c) num ponto P situado sobre o eixo da espira (reta perpen- 
dicular ao seu piano passando pelo centra O da espira), a distancia z de O. Para z = 0, relacione 
o resultado com o do problema 3. (b) Intcrprctc o resultado obtido para z » L. 



(b) 



P 



5. Nas figs, (a) e (b), as porcoes retilineas dos 
fios sao supostas muito longas e a porcao se- 
micircular tern raio R. A corrente tern inten- 
sidade f, Calcule o campo B, cm modulo, di- 
recao c sentido, no ccntro P da porcao 
semicircular, em ambos os casos. 




7. A espira rctangular da figura, dc 
lados a e b, c percorrida por uma corrcnte /. 
Calcule a forca F exercida sobrc ela por um 
fio relih'neo muito longo, que transporta uma 
corrente i ', situado a distancia d da espira (de 
modulo, direcao c sentido de F). 



7 




a 
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6. O circuito da figura ao lado, formado por 
dois lados rctilineos e dois arcos de cfrculo, 
subiendendo um set or de angulo 9, e percor- 
rido por uma corrcnte de intensidade /'. Cal- 
cule o campo magndtico B no ponto P (ccntro 
do sctor circular). 



a 




8. Duas bobinas circulares coaxiais idcnti- 
cas, de espcssura dcsprezfvel, com N cspiras 
de raio a cm cada bobina, transportam cor- 
rcntes dc mesma intensidade / e mcsmo 
sentido, e est3o colocadas uma acima da 
outra, com scus centros C e C scparados 
por uma distancia a (fig.). Considcre o 
campo B(z) ao longo do cixo. na vizinhan- 
ca do ponto medio O do segmento C C, to- 
rnado como origem. (a) Calcule B(O). (b) Mos- 
tre que dll /dz (O) = d 2 B /dz 2 (O) = 0 . 
Dai' resulta que esse dispositivo (bobinas de 
Hclmholtz) produz um campo muito pr6ximo 
dc um campo uniformc na vizinhanca da rc- 
giao central. 
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9. Considerc um solenoide finito dc raio a e comprimento I, com n espiras por unidade 
de comprimento, percorrido por uma corrente /'. Tome a origem O no centra do solenoide, com 
cixo x ao longo do cixo de simetria do cilindro. (a) Calculc a magnitude B(a) do campo magnetico 
num ponto do eixo a distancia x do centro, tank) dentro como fora do solen6idc. Quais os valores 
no centro c nas extremidades? (b) Obtenha e intcrprctc o comportatiiento de B(x) para x » a, x 
» L. (c) Com L = trace um grafico dc B(.v)/B(0) em func3o de x/L para 0 < x/L < 1 ,5 . 
Sugcstuo: Obtenha o campo do solenoide somando (integrando) o campo das espiras circularcs ao 
longo do eixo. 

10. Um disco circular de material isolante, com raio R e cspessura dcsprczfvcl, esta 
uniformcmcntc carregado com densidade superficial dc carga o e gira em tomo do scu cixo, com 
velocidadc angular co. (a) Calculc b campo B no centra do disco, (b) Calcule o momenta dc dipolo 
magndtico in associado a rota^ao do disco. Sugcsta»: Imagine o disco decomposto cm faixas, 
tratando-as como correntes circularcs. 



1 1, (a) Calcule (pcla lei de Ampere ou dc Biot e Savart) o campo magnetico B devido a 
uma corrente / num fio retih'nco infinito, num ponto P a distancia R do fio. Demonstrc, pcla lei 
dc Biot e Savart, que a porcao do fio a csqucrda de P contribui com B/2. 




(b) Uma corrente contmua de intensidade / pcrcorre o fio rcprcscntado na fig., que tern uma porcao 
retilmca muito longa paralcla a Oz. Calcule o campo magnetico B produzido por esta corrente no 
ponto O, centra dc scmicirculo. 
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A LEI 
DA INDUgAO 

O uso em larga cscala da energia eletrica, que rcvolucionou toda a sociedade 
industrial, tornou-se possfvel gramas a descoberta, por Faraday, do fenomcno da indufSo 
eletromagnilica. 

Michael Faraday (1791-1867), universalmente considcrado como urn dos niaiores 
experimentadores de todos os tempos, era filho de urn ferreiro, urn dc dez irmaos, e s6 
tcve instrucao primaria. Trabalhou como entregador de jornais c, aos 12 anos, empregou- 
se como aprendiz de encadernador. Educou-se tamb&n lendo os livros que encadernava, 
cm particular a "Enciclopedia Britanica". 

Aos 19 anos, ganhou de urn fregues cntradas para assistir a uma sdrie dc confe- 
rencias dc Sir Humphry Davy (que descobriu os clcmcntos s6dio e potassio, usando 
elctr61i.se) na Royal Institution dc Londrcs. Tomou notas das confcrcncias c cntrcgou urn 
exemplar a Davy. Este, imprcssionado, nomeou-o como scu assistcnte de laborat6rio. 

As "Pcsquisas Experimentais sobre Eletricidade", que Faraday comecou a publi- 
car cm 1832, content inumcras descobcrtas fundamentals: eletroqufmica, a constantc die- 
letrica, paramagnctismo e diamagnctismo, o "efeito Faraday" em magneto-otica, e muitas 
outras. Foi ele quern criou a imagem das linhas de forea, que usava constantcmcntc, 
raciocinando de forma total men te intuitiva, pois nao tinha prcparo malcmatico. 

Arago havia mostrado que uma barra de ferro nao-imantada se imanta quando 
nela se enrola urn solenoide pcrcorrido por uma corrcntc eletrica. Ocorreu a mais de urn 
cientista procurar urn efeito invcrso: usar urn fma pennancnte para produzir uma corrente 
numa bobina. 

Um ffsico sui'50 muito cuidadoso tcntou detectar uma tal corrente usando um 
galvanomctro muito sensi'veL Para eliminar qualquer perturbagao do una sobre o galva- 
nometro, colocou-o numa sala vizinha; depois de inscrir o ima na bobina, ia ler o galva- 
nometro (ligado a bobina por fios muito longos) na outra sala... e nao via nenhum efeito. 
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Em agosto de 1831, Faraday enrolou ~ 70 m de fio de cobre em torno de um 
bloco dc madeira, inserindo um galvanometro no circuilo. Enrolou outros 70 m, isolados 
do primeiro, e ligou-os a uma bateria. A princfpio, ficou desapontado: uma corrente 
estacionaria no segundo circuito nao afetava o galvanometro, ligado ao primeiro. Faraday 
notou, porem, que aparecia uma deflexao no galvanometro quando - e so quando - o 
outro circuito era ligado ou desligado. Ou seja: a corrente era induzida pela variacdo do 
campo magnetico dcvido ao outro circuito. O resullado foi comunicado a Royal Society 
cm 24-1 1-1831. O fi'sico americano Joseph Henry publicou uma observacao semelhante 
em 1832. 

Numa experiencia posterior, Faraday aproximou um ima pcrmanenle cilmdrico 
de um solenoide ligado a um galvanometro. Quando a barra era introduzida no solen6ide, 
o galvanometro acusava a passagem de uma corrente. Quando era rcmovida, produzia-se 
uma corrente em sentido oposto. 

Faraday pcrccbeu logo que um efeito analogo se produzia quando o solen6ide 
era aproximado ou afastado do ima, ficando este cm repouso: a inducao de corrente 
dependia apenas do movimento relative entre o ima c a bobina, resultando numa variacdo 
do campo magnetico que a atravessava. 

Foi para encontrar a lei quantitative da inducao que Faraday introduziu o conccito 
de linhas c tubos de forca, detlnindo o que hoje corrcspondc ao fluxo do campo magnetico 
atravds de um circuito. 
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Figura 9.1 Espira num campo B 



Considcremos uma unica espira C de fio, 
imersa num campo magnetico B e orien- 
tada como indicado na fig. 9.1. O fluxo 
dc B atraves da espira 6 



<t> c = Jb dS=J B • ii dS 



(9.1.1) 



onde S e qualquer superfi'cie de contorno 
C, orientada (a orientacao de n corrcspon- 
dc a de C). O fato de que <t> so depende 
de C, e nao da escolha de 5, decorre de ser <$z B • dS — 0 para qualquer superfi'cie 
fechada I. 

Seja R a resistencia da espira C. A lei de Faraday pode entao ser enunciada em 
termos da corrente i induzida cm C quando O c varia com o tempo: 



1 d<t> c 



dt 



(9.1.2) 
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A existencia dcssa corrcntc na espira esta associada, como sabemos, a uma fem 
(forca eletromotriz) & dada por 



&= Ri = - 



dt 



(9.1.3) 



O significado do sinal ( — ) nessas expressoes sera" discutido na Sec. 9.2. A va- 
riacSo de Oc com o tempo pode ser devida ao movimento de C alravcs dc um campo B 
constante, ou a variacao de B com o tempo, o circuito C pcrmancccndo fixo, ou ainda a 
deformaeSo do circuito C. O resultado s6 depende da taxa de variagdo de <I>c com o 
tempo, qualqucr que scja a origcm desta variacao. Vamos ver agora que, num. desscs 
casos, € possi'vel deduzir o resultado a partir da forca de Lorentz. 

(a) Circuito C movel nam campo B fixo 
Se o fio sc move com velocidadc v num campo B fixo, os eletrons livres, trans- 
portados com csta velocidadc, ficam sujeitos a forca de Lorentz; para cada um deles, 

F = -e v x B 

Como cssa d uma forca de origem nao-eletrostdlica, podemos associar-lhc um "campo 
cletrico cquivalenle" E <e ' (Sec. 6.8), dado, por definicao, por 

F = -e E M { | E (,) = v x B | (9.1.4) 



A forga eletromotriz corrcspondcntc ao longo do circuito C 6 entao 



g = |E w -dl = |dl-(vxB) 



(9.1.5) 



Para relacionar essa expressao com a varia5ao de <I>c consideremos duas posicocs su- 
cessivas de C, nos instantes t e t + dt. Durante o intervalo de tempo dt, cada ponto de C 
sofre um deslocamcnto v dt. 

O produto vetorial 



I + d I 




dl x \di = n, dS = (IS, 



(9.1.6) 



Fig ura 9.2 Varia?ao do fiuxo atraves 
de um circuito C movel 



representa o elemento de drea orientado 
(n/ = normal externa) da superffcie late- 
ral Si do volume cilmdrico gerado pelo 
deslocamcnto de C; as bases sao as posi- 
?oes C, e C (+( * da espira nos instantes t 
e / + dt, respectivamente, e as normais 
cxtcrnas correspondentes sao (fig. 9.2) 

A A 

-n, e +n, +I /,. 

As superficies das bases, Si e 
Si+di, formam, juntamente com 5/ , um 
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cilindro fcchado S a Si + Si+4t + Si,C temos entao 



o que dd 



ou seja, 



<(b dS = 0=J B dS + J B dS +| B dS, 

= <D C , 4j ,-*c,+J dlx(v<//)-B 

C ' v ' 

ni<IS 



dj(dlxy)B = -(d> c ^ ( - 4> c , ) = - ( /<I» c 

=dl(vxB) 
=dl E'" 



| E w.d. = S = -^ 
J c A 



que e a fei A; indugao (forma integral). 



(9-1.7) 



(b) Circuito C fixo e B varidvel 

Se o circuito C pcrmanece fixo c e B que varia com o tempo, nao ha mais forca 
de Lorentz sobre os eletrons, mas a experiencia /nostra que o resultado pcrmanece valido: 



K- d , d f f 3B 



(9.1.8) 



onde o ultimo membro (dcrivada debaixo do sinal dc |) rcsulla de ser C fixo, e somcnte 
B variar com /. 

Neste caso, nao havendo mais forca de Lorentz, a forca eletromotriz corrcsponde 
a urn campo elitrko E, que nao 6 mais elelrostcilico, devido a variacao com o tempo, e 
adquirc assim uma circulacao * 0 ao longo dc uma curva C fechada: 



3B 

dt 



dS 



Temos, por outro lado, pelo teorcma do rotacional. 
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}E-dI = 
J c J s 



rotEdS 



Como o resultado vale qualquer que seja o circuito C, infcrimos que 




(9.1.9) 



que c a forma diferencial da lei da induciio de Faraday, e corresponde a Lima das equacoes 
de Maxwell. 

A interpretacao fi'sica desse resultado €: um campo magnelico varidvel com o 
tempo produz um campo eletrico (que nao c mais cletrostatico). 

A existencia desse campo eletrico, independentemente de haver um circuito ma- 
terial C, sera" ilustrada mais adiante, no exemplo do betatron (Sec. 9.4). 

£. notdvel que a mesma lei descreva situacSes fisicas aparentemente t3o 
distintas quanto as duas que acabamos de tratar. Esse fato chamou a atencao de 
Einstein: logo no primeiro paragrafo de seu celebre trabalho de 1905 "Sobre a Ele- 
trodinamica dos Corpos em Movimento", onde formulou a teoria da relatividade 
restrita, cle diz: 

"E bem conhecido que a eletrodinamica de Maxwell — como c entendida atual- 
mcntc — quando aplicada a corpos em movimento, leva a assimetrias que nao parccem 
inerentcs aos fenomcnos. Considcrcmos, por exemplo, a acao reefproca de um fma e um 
condutor. O fenomeno observavel s6 depende neste caso do movimento relativo entre o 
condutor e o fma, mas a descricao usual estabelece uma distin^ao marcantc entre dois 
casos, conforme um ou outro destcs dois corpos se mova. Se o fma se move e o condutor 
esta em repouso, surge na vizinhanca do fma um campo eletrico com uma encrgia defi- 
nida, que produz uma correntc no condutor. Mas, se o fmS estiver parado e o condutor 
em movimento, nao aparecc um campo eletrico na vizinhanca do (mi. Entrctanto, no 
condutor, aparecc uma forca eletromotriz. a qual produz — supondo que o movimento 
relativo e o mesmo nos dois casos — correntes eletricas identicas as que apareccm no 
caso anterior". 

Considcrayoes desse tipo desempenharam um papel importante na formulacao da 
teoria da relatividade restrita, que sera disculida no Vol. 4. 
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Vamos agora discutir a interpretacao do sinal ( - ) na lei da indugao, que e devida 
a H. Lenz (18^4). 
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Figura 9.3 Aproximagao de urn ima 
a uma espira 



Para isso, considercmos uma espira plana 
condutora C orientada, com normal n ao 
seu piano (fig. 9.3), e suponhamos que se 
aproxime dela urn una pcrmancnie, com 
polo /V voltado para a espira. Como o 
campo B do ima tcnde a ser anliparalelo 
a n, temos B n < 0 e o fluxo <$> c do 
campo do una atraves de C e < 0. A me- 
dida que o ima sc aproxima, IO c l au- 
menta o que, para <D < 0 , implica 



d<t> c 
di 



< 0 



Devido ao sinal ( - ) na lei da inducao, isso implica que a fern induzida 6 positiva, 

6=1e dl>0 

ou scja, o campo E dentro da espira e tal que E • d I > 0 . Logo, a corrcnie induzida i terd 
a orientacao de dl. 

Mas isso cquivale, como se ve na fig. 9.3, a criar na espira urn dipolo magndtico 
cuja face N aponta para a face jV do ima, produzindo portanio uma fore a magnetica dc 
repulsdo sobrc o ima, que tcnde a afasld-lo da espira, opondo-se ao seu movimcnto. O 
sentido da corrente induzida e aquele que tende a se opor a variacdo do fluxo atrav£s 
da espira. Essa 6 a lei de Lenz, que da a interpretacao do sinal ( - ). 

Tambcm podemos pcrccber isso nolando que a corrente induzida i produz seu 
pr6prio campo magnetico. o qual, como se ve na fig. 9.3, tende a ter a dirccao e o senlido 
dc n , criando urn fluxo magnetico positiva atravds de C, que atua em sentido oposto ao 
aumento do fluxo <I> C < 0 devido a aproximacao do ima. 

Se o fml sc afasta da espira, em lugar de aproximar-se, isto corrcsponde a 
d<t> c / d t > O.ea fern induzida & 6 < 0 neste caso, produzindo uma corrente induzida 
i < 0 na espira. A face sul do dipolo correspondente aponta agora para o fma, tendendo 
a Otrai-lo de volta, ou seja, novamcnte opondo-se a variacao do fluxo atraves de C. 

Note-se que o campo B do una aponta no mcsmo sentido nos dois casos. Assim, 
a corrente induzida ndo se opoe ao campo; opoe-se a variacdo do fluxo. 

Pela mesma razao, quando sc tern uma corrente circulando num circuito e se 
desliga a corrente por meio de urn interruptor, a fern induzida atua no sentido dc manter 
a corrente circulando (impedindo a reducao do fluxo), e a variacao brusca, produzida pelo 
interruptor, gera uma fern suficientemcnte elevada para fazer saltar uma fafsca, fechando 
o circuito atraves do ar. A corrente na espira atua como se tivessc inertia, opondo-se a 
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sua propria variacao. Veremos mais adiante como se exprime quantitativamente essa 
inertia (Se?. 9.5). 

A lei de Lenz esta diretamente vinculada ao princi'pio de conservacao da encrgia. 
Com efeito, se a fern induzida tivesse sinal oposto ao da lei de Lenz, ela tenderia a 
favorecera variacao de fluxo. No exemplo do (ma cuja face none se aproxima da espira, 
uma corrente em sentido oposto ao da lei de Lenz criaria uma face sul na espira, atraindo 
o una para ela e acelerando o seu movimcnto. Ele ganhatia encrgia cinetica e ao mesmo 
tempo produziria o calor no efeito Joule atraves da corrente induzida na espira, violando 
a conservacao da encrgia. 

Para urn ima em queda livre em direcao a espira, a conservacao da energia exige 
que a energia dissipada pela corrente induzida em efeito Joule se obtenha a custa de uma 
reducdo da energia cinetica do fmS: o campo magnetico da corrente induzida deve tender 
portanto a freiar o ima, em conformidade com a lei de Lenz. 

Correntes de Foucauli 

Se uma espira condutora e solta em queda 
livre sobre um Ima permanente (fig. 9.4), 
a corrente /' induzida criard um dipolo 
magndtico que tenderd a scr repelido pelo 
ima, produzindo, como acima, uma forca 
F de freiamenlo da espira, andloga a uma 
forca de atrito viscoso. 



Figura 9.4 Espira condutora 
caindo sobre um ima 

Analogamente, consideremos um pendulo 
metal ico suspenso de um ponto P, que, 
durante sua oscilacao, penetra numa rc- 
giao (por exemplo, entre os polos de um 
elctrofma) onde existc um campo magne- 
tico, perpendicuhir ao papel e dirigido pa- 
ra baixo (regiao ® ® na figura). A fig. 9.5 
(a) mostra que scrao induzidas no disco 
metalico correntes que tendem a se opor 
a variacao do fluxo atraves dele. Essas 
correntes de Foucauli equivalem a uma 
Figura 9.5 Corrente de Foucault for ? a de atrito viscoso tendente a freiar o 
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disco, como se ele estivesse penetrando num fluido viscoso (mel, por exemplo). 

Podemos reduzir grandcmcnte esse efeilo cortando uma serie de fendas no disco 
do pendulo, como num pente [Fig. 9.5(b)]. Com cfcito, nesse caso, rcduzimos muito o 
fluxo nas partes metal icas, e ao mesmo tempo obrigamos cada corrente a percorrer urn 
caminho mais longo, aumentando a resistencia - c diminuindo, coiTcspondentemente, a 
intcnsidade das correntcs dc Foucault induzidas. 

Em vtfrios tipos de equipamentos el£tricos com partes mdveis, as correntcs de 
Foucault constituent urn fator de perda de potencia, de forma que se procura minimiza-las 
utilizando artifi'cios analogos aos da introdu^ao das fendas no exemplo acima (construcao 
laminada, com placas isoladas umas das outras). 

Exemplo 1 

Consideremos uma haste mctalica A A' 
que se desloca sobre trilhos fixos em for- 
ma de U dentro de um campo B unifonne 
dirigido perpendicularmente para baixo 
(fig. 9.6), mantcndo bom contato com os 
trilhos, de modo a formar um circuito 
condutor fechado A CCA' (fig. 9.6). Po- 
demos supor que a haste vertical fixa 
C C ' dos trilhos tern resistencia bem mais 
clevada do que o rcsto dele, dc modo que 
a resistencia total R do circuito pratica- 
mente nao muda no deslocamento, apesar 
do aumento do comprimento / dos lados 
CAcC'A'h medida que a haste A A' se 
desloca para a dircita. 



B 



® ® <S) ® ® ® 



F m 



® ® ® 
® ® ® 



® ® 



p( ® ® 



Figura 9.6 Haste metalica movel 
sobre trilhos num campo B 



Se a normal n ao piano do circuito e orientada para cima, o fluxo <1> do campo 
atravds do circuito € negative e dado por 

<S>=-Blh (9.2.1) 
onde h € a largura do trilho. Logo, a fern induzida e 

g = -^ = BA^ = BAv (9-2-2) 
dt di 



onde v 6 a magnitude da velocidade com que a haste movel A A' se desloca para a direita. 
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A corrente induzida / tcm assim o sentido positivo (anti-horario), como indicado 
na fig. 9.6, e e dada por 



& Bhv 



, = R=-R 



(9.2.3) 



A for£a magnetics F m com que o campo B aiua sobre a haste A A' tern portanto o sentido 
indicado na fig. 9.6, oposto a v, e 6 dada por 



F_ = iJ dlxB = -i/»B- 



F„, = - 



IrB 2 



R 



(9.2.4) 



que e, confornie previsto acima, uma forca de atrito resistcntc, proporcional a velocidade. 

Se quisermos manter a haste A A' cm movimento com velocidade v constante, 
temos de puxa-la para a direita, excrcendo uma forca F = - F m . 

O trabalho realizado por essa for^a F por unidadc de tempo (potencia mecanica 
fornecida) 6 



dt 



= F - v = 



IrB 2 
R 



(9.2.5) 



Por outro lado, a potencia dissipada pcla corrente induzida (efeito Joule) e 



~. Bhv B 2 h 2 2 

6, = B/IV ._ = __ V 2 



(9.2.6) 



Vemos portanto que os rcsultado sao consistentcs com o principio de conservafao da 
encrgia: a potencia fornecida pelo trabalho mccanico de puxar a haste 6 igual a potencia 
dissipada em calor pelo efeito Joule. Isso tambem concorda com a discussao do sinal na 
lei de Lcnz. 



9.3 Geradores e motores 

No exemplo l. que acabamos de tratar, a potencia mecanica fornecida Fv € 
convertida numa corrente eletrica /, que permanece constante enquanto a haste se desloca 
com velocidade v constante, pennanecendo dentro do campo uniforme B. Temos assim 
urn "gerador lin-'ar" de corrente contfnua - nao muito pratico, porque deixa de funcionar 
assim que a haste movel sai da rcgiao onde ha campo! Mas ja i lustra o principio basico 
de urn gerador que utiliza a inducao eletromagnetica. 
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Uma adaptayao do mcsmo circuito ilustra 
o princi'pio basico de urn motor de indu- 
9ao. Gonsideremos a situacao ilustrada na 
fig. 9.7, em que uma bateria gera uma 
diferenca de potcncial V entre os trilhos, 
fazendo passar uma corrente em scntido 
oposto ao do Exemplo I. A forca mag- 
ndtica F m e entao para a direita, e € equi- 
librada pcla forca peso mg, transmitida a 
haste A A' atraves de uma polia, pcrmilindo que A A' se mova para a direita com veloci- 
dade v constanle (que 6 tambcm a velocidade com que o peso sobc). 

Como i flui em sentido oposlo ao do Exemplo I, a normal n ao piano do circuito 
tern de ser orientada agora para baixo, de modo que a fern induzida tambem troca de 
sinal: 



Figura 9.7 Modelo de motor linear 



& = -Bhv 



(9.3. I) 



Como ela tern sentido oposto a fern V da bateria, chama-se entao uma forga contra-ele- 
tromotriz. A intensidade da corrente e 



V - Bhv 
R 



(9.3.2) 



O que delermina a velocidade v? A forca magnctica e equilibrada pcla for?a-peso. Logo, 



V Bhv 
: | - - — \hB = mg 



o que da 



Bhv 
R 



V_ 
R 



Logo, 



V Bhv 

'=r-~T 



mg 
hB 



V_ 
R 



R V 



hB\R 



\ 



mg 
~h~B 



(9.3.3) 





mg 


{ 


' ~ hB 


s- 


hB) 





(9.3.4) 



A potSncia eletrica fornccida pcla bateria para alimentar o "motor" 6 Vi. Parte dela € con- 
vcrtida em energia mecanica, fazendo subir o peso mg com velocidade v, e parte e dissipada 
em calor pelo efeito Joule (potencia i 2 R). Logo, para que haja conservacao de energia, 
deve.ro:: fcsr: potencia eletrica fornccida = potencia mecanica gerada + potencia dissipada: 



Com efeito, temos: 



Vi = mgv + i 2 R 
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(9.3.5) 



Vi = V^ 
V l,B 



mgv=m *hB- 



hB 



.-> _ meV 
mgv + rR = = Vi 



Esse 6 urn balanco de encrgia tfpico de urn motor. 




P" 



' Anel 
Escova 



Figura 9.8 Modelo gerador 
de corrente alternada 



Geragao de corrente alter nada 

O "quadro", de area S (normal oricntada 
n) e formado de N cspiras (na fig. 9.8, 
N=2),e6 feito girar dentro de urn campo 
magnctico B uniforme (por exemplo, entre 
os p6los de um cletrofma), com velocidade 
angular constante co, de modo que o angulo 
6 entre B e a normal n ao quadro 6 dado 
por 



8 = cor 



O fluxo alravds das cspiras 6 



*=^V B • S = N B S cosO = N BS cos(co/) 



A fern induzida e" portanto 



— y = <oNBSm{0t) 



(9.3.6) 



(9.3.7) 



(9.3.8) 




Figura 9.9 Forga eletromotriz 
altemada 



que e uma fern alternada (fig. 9.9). Ela e 
"coletada" pelas escovas em contato com 
os anels girantes, solidarios com as extre- 
midades do q: dro (veja a fig. 9.8), e 
aparece entre 03 pontos P e P ', que po- 
dem ser ligados a uma "carga" externa, 
completando 0 circuito. 
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n 



Se a resistencia externa e R (fig. 9.10), a 
correntc i sera 



Gerador (r\_,) 
AC 



.R 



. tb aNBS , , 
f = - = — - — scn(«/) 



(9.3.9) 



Figura 9.10 Gerador com 
resistencia externa 



m=iSNh 

e ficara sujeito a urn torque de magnitude 



Mas ja vimos que, nesse caso, o quadro 
se comportara como um dipolo magnetico 
de momento 

(9.3.10) 



x = |m x B| = iSNBseaB = iSN Bscn (tor) 



(9.3.11) 



Para que o quadro pcrmaneca girando com velocidadc angular constantc (0, 6 preciso 
fomecer-lhc uma potincia mecQnica 



dt 



= tot = iioSNBscn (to/) 



Vemos portanto que 



dW c. 

—r~ - &i 
dt 



(9.3.12) 



(9.3.13) 



onde o segundo membro represcnta a potincia elitrica gerada (desprezamos o atrito e a 
potencia necessaria para produzir B). Assim, a potencia mecanica fomecida 6 convertida 
cm potencia eletrica. Em Itaipu, a potencia mecanica 6 devida a queda da agua represada, 
que faz girar as "armaduras" dos gcradorcs. 

9.4 O betatron 




Peca polar 

Peca polar 
Vista lateral 




Crbita 




Injecao 



Vista de cima 
Figura 9.11 Esquema de um betatron 



9 4 O betatron 
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O betatron e um acclerador de eletrons, em que eles descrevem orbitas circulares sob a 
ac3o de um campo magnctico, mantendo o raio r da orbita fixo e acelerando-se constan- 
temente, devido a variaciio de B com o tempo (fig. 9.1 1). 

O eletrons circulam dentro de uma camara toroidal em alto vacuo. O campo 
magnctico 6 gcrado por em elctroima cujo enrolamcnto (bobinas) e pcrcorrido por uma 
corrente alternada, e as pecas polares produzem um campo inomogeneo, mais intenso na 
parte central do que lateralmentc, mas com simetria axial. 

Se B 0 6 o campo sobrc a 6rbita, tratado como uniforme, sabemos que o raio r 6 
dado pela (7.17): 



onde pea magnitude do momcnto do eletron e e a magnitude da sua carga. Pode-se 
mostrar que este resultado vale mcsmo para velocidades relativfsticas (que sao usualmcnte 
atingidas no betatron). 

Como B varia com a distancia ao eixo, definimos o valor medio B m de B sobre 
a area S da orbita por 



r = 



{ P = eB„r 



(9.4.1) 




(9.4.2) 



onde <l> c e o fluxo magnetico que atravessa a orbita. 

Pela lei da inducao, a forca eletromotriz ao longo da orbita C e 




(9.4.3) 



e 




(9.4.4) 



pois I E I = constante ao longo da 6rbita, por simetria. 

A forca tangencial sobre um eletron (queoacclera)6 



F = -, 



eE = -— = 



e& erdB, 



(9.4.5) 



2nr 2 dl 



e da (tambcm relativisticamente) a taxa ce varia?ao do momento p do eletron: 
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Mas, como vimos. 



dp er dB m 
F = ~dt = Y~dT 



(9.4.6) 



P = eB a r 



dp dB. 



= er 



dt ~ dl 



Para que as (9.4.6) e (9.4.7) sejam compati'veis, devemos tcr 



B = — B 

a 2 " 



„ 



ou seja, o campo sobre a orbita deve ser a metade do scu valor medio sobrc a area 5 da 
orbita. E para satisl'azer a essa condi?ao que as pecas polares tern de ser projetadas com 
a forma indicada aproximadamente na fig. 9.11 

Para que os eletrons sejam acelerados, 
dp 





\ Jll 




\ 7 \ 

\ / 1 



Figura 9.12 Campo B como 
funcao do tempo 



dt 

€ preciso que seja 
di 



> 0 



> 0 



alem de B c , > 0 (para que a orbila seja descriia num dado sentido). 

O campo B, como a corrente nas bobinas do eletrofma, e allernado, tendo uma 
variacao sinusoidal com o tempo /. Logo, sd € aprovcitado para aceleracao 1 / 4 de cadi 
ciclo (regiocs hachuradas na fig. 9.12). Os eletrons sao injetados a cada ciclo. 

Ao fim do perfodo de aceleracao, injeta-se vm pulso de corrente, que expande a 
6rbita e leva OS eletrons a colidir com urn alvo. emitindo raios X de energia clcvada, 
utilizacao em fi'sica nuclear ou fi'sica nu 4 dica. /\ energia final dos eletrons pode ating' 
algumas centenas de MeV. Para energias mais altas, a perda de energia dos eli5(rons 
emissiio de radiacao cletromagneti;a nao permite mais usar esse processo de acelerac5 
utilizam-se aceleradorcs de outro tipo, os smcrotrons. 




* Alcm disto, c preciso garantir a eslabilidade da orbila. 
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9.5 Indutdncia mutua e auto-indutdncia 




Figura 9.13 Indutancia mutua 
entre dois solenoides 



Uma das expcriencias de Faraday con- 
sistiu em induzir uma corrente numa bo- 
bina fazcndo variar a correnie em outra 
bobina: o fluxo magnetico assim produzi- 
do atua sobre a outra e sua variacao gera 
a correnie. 

Considcremos dois solen6ides coaxiais 
muito longos, de mesmo comprimento /, 
urn de raio R, e N t espiras, e o outro de 
raio R 2 > R \ e N 2 espiras (fig. 9.13). 

Se fizcrmos passar uma cor- 
renie /'i estacionaria pclo solenoidc 1 
(de raio R,), o campo B| que ela pro- 
duz e dado por (longe das extrcmida- 
des do solenoidc) 



B i =Mo7 L 'ii (o<r<fl,) 
= 0 {r>R l ) 



(9.5.1) 



O fluxo O 2(i) produzido por B , sobre as AN espiras do solenoide 2 (nao-nulo apenas 
dcntro de 1) e 

*2(l) = "2 J BridS=N 2 B r (k R? ) = Mo^(*tf )'■ 



que 6 proporcional a i 



(9.5.2) 



ondc a constante de proporcionalidade (ou seja, o fluxo induzido por unidadc de corrente 
indutora) 



(9.5.3) 



chama-se indutdncia mutua. Como <D se mede em webers e /' em amperes, a unidade de 
indutancia e o Henry, definido por 



A 



(9.5.4) 
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Analogamentc, sc fizernios passar uma corrente estacionaria i 2 pelo solenoide 2, ela 
produz um campo 



«2=Hoy-'2Z (0<r<R 2 ) 
= 0 {r>R 2 ) 



(9.5.5) 



e o fluxo O K2) dcstc campo atrav£s das N, cspiras do solenoide 1 6 
d>, (2) = Ni J B 2 • idS = N { R 2 -(kJ^J-IIo^^K*?)* 

o que dl 



onde 



^2 =1*11 



(9.5.6) 



(9.5.7) 



justificando o nome de indutancia im'ttua (note que La nao se obtcm pela substituicao 
1 <-> 2 na exprcssao de L 2i \). 

Alem de j,roduzir um fluxo magnctico no solenoide 2, a corrente it tambcm 
produz um fluxo <t>i,i, no proprio solenoide 1: 

*.(D = #1 f Bj • zdS = yv,B, • [n /?f ) = Uo^-Ti Ri /, 



ou scja, 



onde 



/. 1 =L u = Mo ^7 t (/? 1 ) 



(9.5.8) 



(9.5.9) 



chama-sc auto-indut&ncia do solen6ide 1 (Si = area de scc^ao). L[ varia com (N t ) 2 
porque o fluxo sobrc cada espira £ proporcional aJV|i|,eo fluxo total no solen6ide 
tambem 6 proporcional ao seu niimcro de espiras N t . 

Analogamentc, a corrente i 2 produz um fluxo no solen6ide 2 por onde cla 
passa, dado por 



°2(2) = ^2 J B 2 • zdS = N 2 B 2 {nRj) = li 0 ^r-n(R 2 ) 2 i 2 



o que da 
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*2(2) S V 2 



(9.5.10) 



onde 



(9.5.11) 



e" a auto-indutancia do solenoidc 2. Note que as aulo-indutancias e a indutancia mutua 
sao dadas por fatorcs puramcntc f>come"tricos. 

Se passa simultancamente unia corrcnte i\ pelo solenoidc 1 e i 2 pelo solcn<5idc 
2, os fluxos magneticos correspondents atravds dos dois solcn6ides serao 



= k k + hi h 
*2 = hi 'i + ^ b 



(9.5.12) 



onde L21 = L\z . 

As expressocs acima dao 

.2 (Mil 



ou seja, 



(9.5.13) 



que e < 1, e tenderia a 1 no limile R t -» R 2 , mas somente se toclo o fluxo fosse 
concatenado. 

Correnies quase-estaciondrias 

As expressocs dos campos magneticos dc solcnoides emprcgadas acima forani 
oblidas quando eles sao percorridos por correntes estaciondrias. Enirctanio, 6 de se es- 
perar que elas pcrmanecam validas para correntes (/) e i 2 (i) varidveis com o tempo, 
ou seja que <t>i (f) e $2 (/) se oblenham simplcsmente substituindo os valorcs dc /'1 (/) 
e 1 j (0 no mesmo i.islante t, desde que a variacao de i'i e i 3 com o tempo seja suficien- 
lemente lento. Que significa isso? 

Vcremos que, como conseqiiencia das equacoes dc Maxwell, as interacoes elc- 
tromagncticas new sao instantancas (como nas teorias de acao a distancia), mas se pro- 
pagam com velocidade finite, que e" igual a c, a vekx-idade da luz no vacuo. Logo, dizcr 
que a variacao das correntes e lenta significa que elas variam muito pouco durante o 
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tempo que a luz leva para atravessar as dimensoes ti'picas dos circuitos considerados. 
Por exemplo, para corrcntcs AC dc 60 ciclos, o tempo caracteristico de variacao das 
correntes e 

1 



ao passo que a luz leva 



60 



- jxi(r*s 



para percorrer lima distancia de / mctros. Para circuitos de dimensoes / tfpicas, vemos 
que a aproximacao de correntes quase-estaciondrias, em que substitumios as cor-, 
rentes pclos scus valores instantaneos, € excelente (mas n3o para microondas, 
onde o pen'odo e ~ llc\). 

Podemos entao concluir da lei da inducao que, se fa (t) € a corrente varidvel num 
circuito 2, a fern 6 t induzida por essa variacao num circuito 1 sera 



c d ^ , dh 



(9.5.1 



onde L n e a indutancia mutua entrc os dois circuitos. Analogamentc, sc i i (/) e a corren 
em 1, a fern induzida 62 em 2 e 



c d dk 
{b 2=-J l <I '2(\) = - L 2\ -Jt 



(9.5.1 



O resultado encontrado acima para o exemplo dos dois solenoides e geral. 



(9.5.1 



Isso esta longe dc scr obvio para dois circuitos quaisquer, mas nao podercmos dar ■ 
demonstracao (cla decorrc da introducao do potential vetor magnelico, que nao foi dial 
cutido). 

Analogamentc, a variacao de i 1 com t produz uma fern auto- induzida no circuiM 
1 dada por 





6,= 




e, corrcspondentemente, 








g 2 = 


d, 



(9.5.1TB 



(9.5.181 



9.5 lodutancia mutua e auto-mdutancia 
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Costuma-sc convencionar que uma fem 4 positive quando tern o mesmo sentido que a 
corrente no circuilo onde atua, ou seja, tem a orientacao de dl [cf. (9.2.3) e (9.3.1)]. Como 
as fem da lei de Faraday se opoem a variacao da corrente, 

dt 

devc implicar 6 < 0; logo, as auto-indutdncias, como L, e L 2 , sao sempre positivas de 
acordo com esla convencao. Ja para L [2 , seu sinal dependc das convencoes adotadas para 
os sinais i, c i 2 da corrente nos dois circuitos, de forma que L, 2 pode ser positivo ou 
negative 

Sc tivermos correntes variaveis em dois circuitos, as fem induzidas scrao entao 



(9.5.19) 



Os resultados obtidos para L , , /, : e L n no excmplo dos dois solen6idcs foram todos da 
forma L = p. 0 / , onde / e urn fator gcomelrico com dimensdes de comprimcnto. Logo, a 
unidade de [i 0 tambem 6 cquivalentc a Henry/metro: 




Ho = 4n x lrr'H / 



m 



(9.5.20) 



Excmplo 2 
Auto-indutancia de urn cabo coaxial 




Figura 9.14 Cabo coaxial 



Urn cabo coaxial e constitm'do por urn fio 
condutor cilmdrico de raio a cnvolvido 
por uma capa cilfndrica condutora de raio 
b (separados por um isolante, onde pode- 
mos calcular B como no viicuo). Uma 
corrente de intensidade i e transmitida 
axialmente ao longo do condutor intcrno 
(aponta para fora, na fig. 9.14) e retorna 
pelo externo. 

Por simetria, as linhas de forca 
de B sao cfrculos concentricos, orientados 
como C na fig. 9. 14, e I B I e constante ao 
longo de C. Assim, pela lei de Ampere, 
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27ipB = n 0 i 



2rcp Y 



(9.5.21) 



onde <p e um vetor unitario tangcntc ao circulo. 

Supondo a « b, podemos desprezar o fluxo contido no fio interno. O fluxo de 
B atravcs dc um retangulo ADD' A' de comprimento A D unitario c lado A A' ligando o 
condutor interno ao cxtcrno (fig. 9.14) e 



(9.5.22) 



a In J u p 271 \a 

ou scja, o fluxo por unidade de comprimento c 



* = £4 



onde 



e" a auto-indut&ncia do cabo coaxial por unidade de comprimento. 

Exemplo 3 
Bobina toroidal 



(9.5.23) 




Consideremos uma bobina toroidal de N 
cspiras; o tor6idc tern raio mddio 



0 0, = a (fig. 9.15) e raio da seccao cir- 
cular = b. Scja P, de coordenadas polarc 

01 P - p e <p, um ponto da seccfio trar 
versal. A linha de forca que passa por 
e um circulo de raio r = p p' (distancia 
ao eixo de revolucao), com 



r = a 



Figure 9.15 Bobina toroidal 



p coscp 



(9.5.2^ 



e a lei de Ampere da, ncste ponto, 

2nrB = N\x 0 i 



(9.5.251 



onde N 6 o mimero de espiras da bobina enrolada no toroide e i a intcnsidade da corrente 
que a atravessa. Logo, 



9.5 IndutSncid mutua e auto-indutancia 
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2n (<j-pcos(p) 



(9.5.26) 



ondc ii e o versor da normal ao piano da sec^ao. 

O fluxo atraves de uma espira (scc^ao transversal) € portanto 



df> 



J 0 a-pcosq) 



Tcmos 



f 2TI dip f" t/(p 4 _i / I fl-p [(£ 

J 0 (a-pcMd'Hl^^^"^?. 11 W^P 18 ^^ 



<p=n 



2rc 

7^7 



Assim, 



'A 



a-yla 2 -b 2 



ou scja, finalmente, 



<t>, = Afn„i [a - -Ja 2 - b 2 ] 



(9.5.27) 



Se houvcr uma scgunda bobina com N ' espiras cnrolada no toroide, o fluxo produzido 
pcla 1 . a na 2. a 6 entao /V" <I>| , o que da (substituindo N Ni,N' -» N 2 ) 



L IJ = l i 0 ^ 2 ( fl -V« 2 -t 2 ) 



(9.5.28) 



para a indut&ncia mutua enlre duas bobinas enroladas no mcsmo toroide. Analogamcnte, 
a auto-indutancia dc uma bobina toroidal de N espiras e 



/. = u 0 N 2 (a-Ja 2 -b 2 ) 



(9.5.29) 



Se o raio b da secfao circular e muito menor que o raio medio a do toroide, podemos 
usar uma expansao cm scrie de Taylor: 
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para I e I « 1 : 



o que da 



resultando em 



= a - 



2a 



yi 

a - V*/ 2 - b : ~ — (b « a) 
la 



b 2 nb~ 
L l2 m W,NiN 2 7£ = M^2 ^ 



(9.5.30) 



/ 



(9.5.31 



ondc S = n b ' e a area da seccao e / = 2k a o comprimento medio do /oroide, que co- 
incidem com ds resultados oblidos anteriormente para solenoides longos cilmdricos 
de sectjao transversa] S e comprimento /. quando tornados com o mesmo raio 

= R 2 )• 

9.6 Energia magnetica 

Vimos que a forca eletromotriz induzida E num. circuilo por urn campo magneti- 
CO variavel tende a se opor a variacao do fluxo: 

c m 

Co = - — 
dt 

Sc a corrente no instante considerado e /. a polencia que preeisa set fbrnecida para isso 6 



dW d<t>. di 

~J~ = -Qv = + ~j- 1 = +Li — 
dt dt dt 



(9.6.1) 



onde Lea auto-indutancia do circuito. 

Ignorando a perda por efeito Joule (supondo desprczi'vel a resistencia do circ 
to), a energia total que preeisa scr fornecida para fazer passar a corrente no circuito do v 
lor 0, para / = 0. ao valor final /. em t. e 
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Jo <» Jo <// Jo 2 2 



ou seja 



U = -LI 2 



(9.6.2) 



e a e/teryfti armazenada num circuito de auto-indutdncia L que i atravessado par uma 
corrente I. 

Se tivermos dois circuitos. podemos de in.'cio produzir a corrente /, num deles 
(com corrente = 0 no outro), o que armazena a encrgia 



(9.6.3) 



Depois disso. para elevarmos a corrente no circuito 2 de 0 para / , , tcmos de fomeccr 
cnergia 



f dW f.(«i 2j f d<P 

— dt - u — -- dt + I /. — !S 
J <// J - 4 J ' <// 



C/ 2 =-Z. : /; 
+i, 2 /, /, 



(9.6.4) 



ondc usamos <t> l(2l = L |2 /, . 

As (9.6.3) e (9.6.4) dao para a energia total 



(9.6.5) 



Considerado, por exemplo. como funcao de / , . esse trinomio do 2.° grau tern de scr sent- 
prepositivo, quaisquer que sejam os sinais e valores de /, e / , . Isso so e possfvel se o 
discriminante do trinomio e < 0: 



ft,/,)' -4.il, ^/a 2 =(/ 2 ) J [M-^JkC 
ou seja, devemos ter sempre 

M < Vm^ o < k = -hL < , 



(9.6.6) 



onde k se chama o de acoplamento indutivo. Se * e proximo de 1. o acopla- 

mento magnetic* entre os dois circuitos e tone: quanto menor for k, menos eles estao 
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acoplados (por exemplo, se estao muito longe um do outro). Tambem na (9.5.13) vimos 
que k = R t /R 2 < 1 , e k — > 1 para R, — » R 2 , quando todo o fluxo de um dos sole- 
n6ides atravessa o outro, sem qualquer perda (o que na praiica nao e realizavel). 

Densidade de energia magnetica 

Para um solenoide muito longo de comprimcnto / e area de seccao 5, com N 
espiras, vimos na (9.5.31) que a auto-indutancia e 



L = Po" 2 J 



(9.6.7) 



de forma que, quando percorrido por uma corrcnte /, a energia armazenada c 

onde n = N / L 6 o numcro de espiras por unidade de comprimento. Bio campo (8.3.21) 
dentro do solen6ide, e V = SI 6 o volume intemo a ele. Onde Ilea armazenada a energia 

Como o campo magnetico estd (com muito boa aproximacao) confinado dentro 
do solen6ide, podemos interpretar este resultado dizendo que a energia estd conlida 
campo magnetico, com densidade de energia magnetica 



I! 



(9.6.8) 



da mcsma forma que, da expressao para a energia eltftrica ( 1/2) CV armazenada num 
capacitor piano, inferimos, para a densidade de energia eletrica no vacuo, a exp.essao 



u = — E : 



(9.6.9) 



Se tivermos ao mesmo tempo, numa dada regiao do espaco (no vacuo) um campo el£trico 
e um campo magnetico, a densidade de energia eletromagnetica total do campo e 



(9.6.10) 



Exemplo 4 

Voltando ao Exemplo 2 (cabo coaxial), vimos que o campo dentro do cabo e 



2np ^ 



(9.6.11) 



o que da 
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(9.6.12) 



Em coordcnadas cilmdricas ( p , <p , z ) , onde ( p , <p ) sao coordcnadas polares na scccao 
transversal e z a coordenada axial, a energia magnetica contida enirc zo e z 0 + 1 (despre- 
zando aqucla no interior do fio central, como foi feito no tratamento anterior), 6 cnt3o 



ju m dv = ] <lz J pdp ) dyu m = 



Mo 

8rc 2 



J a p 2 



de modo que a energia magnetica armazenada. por unidade de comprimento do cabo, e 

o que concorda com a expressao (9.5.23) para a auto-indutancia do cabo por unidade 
de comprimento. 

Podemos portanto calcular a indutancia pelo calculo da energia magnetica arma- 
zenada (metodo alternative). 
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PROBLEMAS 



1. O princfpio do fluxometro, empregado para mcdir a intcnsidade B de urn campo mag- 
ndtico, consiste em emprcgar uma pcqucna bobina do prova, com N espiras de drca 5, cujos 
terminals estao ligados a urn galvanomctro balfstico (vcja Cap. 7, Probl. 5). A bobina, cuja rcsis- 
tencia 6 R, 6 colocada com o plaiio das espiras perpendicular ao campo magndtico que se dcscja 
medir, do qual d removida subilamente. Isso gera urn pulso de corrcnlc, e o galvanometro balfstico 
mede a carga total Q associada a este pulso. Calcule o valor dc B em funcao de N, S, R e Q. 

2. Liga-se urn volti'metro entre os trilhos de uma cstrada de ferro, cujo espa9amento d 
1,5 m. Os trilhos sao supostos isolados urn do outro. A componente vertical do campo magner 
tcrrcstrc no local d dc 0,5 G. Qual d a lcitura do volti'metro quando passa urn trcm a 150 km/h? 

3. Em 1831, Michael Faraday fez girar urn disco de cobre entre os polos de urn una em 
forma de ferradura e observou o aparecimento dc uma diferenca de potencial constante entre duas 
cscovas, uma em contato com o eixo do disco c a outra na periferia. Seja a o raio do disco, (a) 
Sc o disco gira com vclocidadc angular co, com seu piano perpendicular ao campo magnetico 
uniforme B, qual e a diferenca de potencial V gcrada entre o cixo c a periferia? (b) Devido a esta 
diferenca de potencial, passa uma corrente de intensidade / entre o eixo c a periferia. Calcule 
torque que c ncccssario cxcrccr para mantcr o disco girando e mostre que a potencia fornccida 
igual a potencia gerada. 




xxxxxxxxx 



R 



4. Uma barra metiilica horizontal PQ de com- 
primcnto / c massa m escorrega com atritol 
desprczfvel sobrc dois trilhos verticais unidos 
por uma haste horizontal fixa de resistencia 



P 



xxxxxxxxx 



xxxxxxxxx 



xxxxxxxxx 



xxxxxxxxx 



Q 



A resistencia da barra e dos trilhos podc sen 
desprczada cm confronto com R. <» conjunM 
estd situado num campo magnetico B horizon 
tal uniforme, oricntado para dentro do pi 



xxxxxxxxx 



da figura. (a) Qual e o sentido da corrent 
induzida? (b) Qual e a acelera^ao da barri 

(c) Com que velocidade terminal vo cla cai 

(d) Qual c o valor con-espondente da corrcn 
te? (e) Discuta o balanfo da energia na sil 



xxxxxxxxx 



xxxxxxxxx 



xxxxxxxxx 



xxxxxxxxx 
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I 



2a 



2b 



2d 



5. Uma cspira retangular de lados 2a e 2b estd 
no mesmo piano que um par de fios paralelos 
muito longos que Iransponam uma corrente / 
cm senudos oposios (um 6 o rctorno do ou- 
tro). O centre da espira esti equidistante dos 
fios, cuja scparacao 6 2d (fig.). Calcule a in- 
dutancia mutua cnire a espira e o par de fios. 



6. Uma espira circular de raio a tern no scu centro uma oulra espira circular de raio 
b « a. Os pianos das duas espiras formam entre si um angulo 6. Calcule a indutancia mutua 
entre elas. 



7. Calcule a indutancia miitua entre uma espira circular de raio a e um fio rctih'neo 
coplanar muito longo que transporta corrente / e esta a distancia b do centro da espira. 



8. Calcule a auto-indutancia de uma bobina toroidal de seccao quadrada com lado L c de 
raio medio R. 



9. Uma pequena espira circular de raio a pcrcorrida por uma corrente / desliza com 
vclocidadc v constante ao longo do eixo de outra cspira circular de raio b » a c resi:t5nc:_ R, 
aproximando-sc dela, com os pianos das duas espiras paralelos. Calcule a corrente induzida na 
cspira de raio b para uma distancia z » a cntrc os centres das duas espiras. Qual <5 o sentido 
relative) das correntcs nas duas espiras? 



10. Duas bobinas de auto-indutancias L, e L 2 , respectivamente, c indutancia mutua 
La . cstao ligadas em seric. Mostrc que a indutancia do sistcma e dada por 

L = U + U ± 2L, 2 
c discuta a origem do duplo sinal no ultimo termo. 
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11. Uma espira retangular de lados a 
e b de resistcncia R cai num piano vertical e 
atravcssa uma camada onde existe um campo 
magndtico B uniforme e horizontal (fig. ao 
lado). 

(a) Obtenha a forca magnctica F 
(modulo, direcao, sentido) que atua sobre a 
espira cnquanto ela ainda esta penetrando no 
campo, num instante em que sua velocidade 
de qucda e v. 

(b) Rcpita o cdlculo num instante 
posterior, em que a espira ainda cstd saindo 
do campo e sua velocidade 6 v '. 




12. Uma espira retangular de lados a c b afasla-se com velocidade V = VX de um fio 
rctilfneo muilo longo, que transporta corrcnlc conlfnua de inlcnsidade /. A espira tern resistcncia 
R c auto-indutancia desprezfvel. No instante considerado, sua distancia ao outro fio 6 x (fig.). 

(a) Calculc o fluxo <t> dc B atravds da espira nesse instante. 

(b) Calcule a magnitude ;' c o sentido de percurso da corrente induzida na espira nesse 

instante. 



to 

CIRCUITOS 



Uma das aplicacoes praticas mais importantes do eletromagnctismo e sua utiliza- 
cao em circuitos eletricos, dcsdc aqucles empregados para transmissao e distribuicao de 
potencia cm larga escala ate os que fazem parte, por cxemplo, da arquitetura de urn 
microcornputador. Vamos discutir neste capi'tulo circuitos tanto de corrente continua (DC) 
como altemada (AC), mas sempre com a restricao a correntes quase-estaciondrias (o que 
exclui, por exemplo, circuitos de microondas). 

No tratamento tcorico de circuitos, e conveniente representar os seus elemcntos 
constituintes de forma idealizada. Assim, uma bobina real tera, alem de sua auto-indu- 
tancia, tambem resistencia (a do fio) e capacitancia entre seus terminais, mas e conve- 
niente dissociar esses elementos uns dos outros e representa-los em termos de "indutancia 
pura", "resistencia pura" e "capacitancia pura". Os fios condutores que ligam uma bobina 
a um capacitor tern resistencia, mas convenciona-se despreza-la e, se necessario, agrega-la 
a resistencia de um "resistor puro". 



10.1 Elementos de circuito 



(a) Resistor 
Um resistor (ohmico) 6 um elemento de 
circuito. representado por —A/\/\/^— 
(fig. 10.1), que obedece a lei de Ohm, ou 
scja, tal que. quando atravessado por uma 
corrente /, tern uma qucda de polencial 
(no sentido da corrente: V ■ Vi — Vj) 
atrav£s de seus extrcmos 1 e 2 dada por 



V = RI 



(10.1.1) 

Figura 10.1 Resistor 

Num resistor, ha uma conversao de energia eletrica em energia termica, dada pelo efeito 
Joule: a potencia dissipada e 
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-Q 



P = l-R 



Figura 10.2 Capacitor 



(10.1.2) 

(b) Capacitor 

Num capacitor, representado por I 

• — f\ — ■ (fig. 10.2), uma das placas 
(armaduras) tern carga Q, a outra - Q , 
(estas cargas podem variar com o tempo, 
desde que de forma quase-estaciondrid), 
e a queda de potencial V = V| - V 2 en- 
tre as placas e dada por 



(10.1.3) 



onde C 6 a capacitancia do capacitor. 

Um capacitor armazena cnergia eletrica. A encrgia total armazenada 6 



I 



u = -cv l = ~ 

2 2C 



(10.1.4) 



—4- 



'I 



v 



2 H- 

Figura 10.3 Indutor 



(c) Indutor 
Um indutor, representado por 

-OOfi^ (Hg. 10.3), 6 um elemento 
idealizado dentro do qual o campo mag- 
nt^tico se supoe inteiramcntc confinado, 
como num solcnoide infinito, e de resis- 
tencia desprezi'vel (logo, ao longo do so- 
lenoide, podemos tomar E = 0, como num 
condutor perfeito). Tomando o circuito fe- 
chado 1 234, onde 3 e 4 sao arbitrariamente 
prdximos de 1 e 2, respectivamente, vem 
entao (fig. 10.3) 



$ml E dl = -L^f = J E dl = -{V A - V*) =-(Vi - V 2 ) = -V 
J 1234 dt J 3 V •' V 1 21 



ou seja, 



dl 

V = L — 
di 



(10.1.5) 



(10.1.6) 
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6 a queda de potential atraves dos extremos do indutor, tomada no sentido da corrente. 

Note que, na regiao entre 3 e 4 da fig. 10.3, e B = 0 e rot E = 0 [cf. (9.1.9)]; 
logo, V e bem dcfinido. 

Num indutor, ha armazenamcnto de energia, sob a forma de energia magndtica. 
A energia arniazenada e 



(10.1.7) 




Figura 10.4 Gerador 



(d) Gerador 
Urn gerador 6 uma fonte de fern, que 
pode ser tratada de forma andloga ao que 
fizemos para uma batcria (gerador DC); 
6 representado por • — (S) — • ou, para 
urn gerador AC, por • — 0 — • (fig. 
10.4). Ao contrario dos anteriorcs, que sao 
passivos, urn gerador 6 urn elcmento ativo 
de urn circuito, que fornece energia. Como 
vimos para a batcria, o gerador 6 atraves- 
sado pcla coiTente no sentido inverso ao 
da queda de potential, de modo que 



V, - V 2 = V = -& 



(10.1.8) 



6 a "queda" de potential ncste caso. O gerador fornece energia a taxa 6/. 
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Figura 10.5 Circuito 



Considercmos urn circuito como o que 
esta indicado esqucmaticamente na fig. 
10.5, onde — ( 1— rcprcscnta qual- 
quer elemcnto passivo (R, C ou L). 

Se tomarmos um contorno V fe- 
chado que passa porfora de todos os ele- 
mentos de circuito, onde o campo magr.e- 
lico B e = 0 {em vista das 
feilas), a lei da inducao da 



E dl = 0 



(10.2.1) 



192 



Ci 



ICUItOS 



onde, por exemplo. 



J E dl = -J 



dv = v 1 -v 2 =-6> 



(10.2.2) 



e" a que da de tensao entre os pontos 1 e 2. 

Pela (10.2.1), a soma de todas as quedas de tensao ao longo de uma malha de 
um circuito 6 nula (l. a lei de Kirchhoff ou lei das malhas). 

Essa soma 6 uma soma algebrica, lembrando que uma queda de tensao 6 posiliva 
quando estamos indo de um ponlo a outro no sentido da corrente e negativa quando em 
scnlido oposto, e que a queda de tensao atrav^s de um gcrador 6 o oposto da fern no 
sentido da corrente. 



/'A -S, 



t V 4 



Consideremos agora um circuito como o 
da fig. 10.6, que tem duas malhas. Pon- 
tos como A ou B, em que se juntam 
dois ou mais elementos do circuito, 
chamam-se nos. 



Figura 10.6 Circuito com duas malhas 

Se tomarmos uma superficie fechada S A em torno do no A, o ponto A nao 6 fonte 
nem sorvedouro de cargas (conservacao da carga eletrica), de modo que, se j 6 a densi- 
dade de corrente, 



I 



J • dS = l 2 + h - /, =0 



(10.2.3) 



ou seja, a soma alge'brica de todas as correntes que saem de um nd (contando com o 
sinal - uma corrente que entra) e = 0 (2. a lei de Kirchhoff ou lei dos nds). 



z> 




Figura 10.7 Correntes circulates 



Aplicando esta lei ao n6 B, obtcriamos o 
mesmo resultado (vcrifiquc!), ou seja, 

h - h ~ h 

Logo, somente as coiTentes A e h sao va- 
ridveis independentes: podemos tratar um 
circuito com v<irias maliias, tomando 
como variavcis as correntes circulantes 
nas malhas, como na fig. 10.7, o que de- 
fine a corrente atrave\s de cada elemento. 



10.3 Tiansientes em cirucitos R-C e R-L 

10.3 Transientes em circuifos R-C e R-L 




(a) Circuito R-C 
Consideremos um capacitor, inicialmente 
descarregado e ligado a uma bateria de 
fem S, e seja R a resistencia do circuito 
(que inclui a resistencia interna da bate- 
ria). Que acontcce quando se liga a cha- 
ve? (fig. 10.8) 

Pela 1 a lei de Kirchhoff, 



Figura 10.8 Circuito R-C 



(10.3.1) 



onde /(/) 6 a corrente no instantc / e q(t) a carga armazenada no capacitor ncssc instantc. 
Mas a corrente /(/) esta" relacionada com a carga por 



(10.3.2) 



Logo, derivando a rclacao (10.3.1) com respeito a /, obtemos 



dl 


dt 







(10.3.3) 



onde 



x c ■ RC 



(10.3.4) 



tern a dimcnsao de um tempo: 



= / [ C ] = Coulomb 



Ampere 



Volt 



Integrando entr-2 t = 0 [quando q = 0 e / (0) = f pela l. a lei (10.2.1)] e t, 



In 



(10.3.5) 
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Figura 10.9 Corrente de carga 
de urn capacitor 



Vemos que a corrente de carga (fig. 
10.9) do capacitor decai exponencialmen- 
le com o tempo, coin constante de tempo 
T C = R C (tempo que leva para cair a 
1 /e do valor inicial). 

Para t » tc , 9 corrente /(/) 6 
= 0 e o capacitor atinge a carga final 
Q = CS [cf. (10.3.1) e (10.3.8)]. 



Sc, com o capacitor inicialmente carregado, removermos a batcria e fecharmos o 
circuito, o capacitor se descarrega com a mesma lei exponencial e a mesma constante de 
tempo. 




(b) Circuito R-L 

Analogamente ao caso anterior, quando 
se liga a chave, a l. a lei de Kirchhoff, 
aplicada a malha, da (fig. 10.10) 



RI - & + L-j- = 0 
at 



(10.3.6) 



onde, para / = 0, / = / 0 = 0 . 



Figura 10.10 Circuito R-L 
Comparando com a equacao para q(l) no caso da carga do capacitor, onde 

dt 

vemos que as cquacdes sao identicas, desde que se facam as mudan9as: 
q~*I,R-*L,l/C-*R,o qvn implica 



c /. R 



(10.3.7) 



Tambem as condicoes iniciais se correspondem, pois q (0) = q<> = 0 para o capacitor. 

Integrando em rela?ao ao tempo o rcsultado (10.3.5) obtido para o capacitor, vem: 
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1 - exp 



(10.3.8) 



l(t) 




i 



Com as mudancas indicadas, vem entao, 
para o circuilo R-L (fig. 10.11) 



/(r) = ^[l-cxp|-^-J ( io.3.9) 



O 



t 



Figura 10.11 Crescimento da corrente 
no circuito R-L 

mostrando que a corrente se aproxima exponcncialmcnle de seu valor assintdtico dado 
pcla lei dc Ohm, L = 6//?, com constante de tempo x,. = L/R (demora lanto mais 
qtianto maior for L, devido ao efcito de ine'reia da lei da inducao, que se opoe a variacao 
do fluxo, e por conseguintc da corrente). 

Os dois efcitos que acabamos de considcrar, nos circuitos R-C e R-L, sao tfpicos 
efeilos transientes (ou tratisitdrios), que tendem a desaparecer ap6s urn tempo caracten's- 
tico do sistcma, que 6 a constante dc tempo. Em gcral, estamos intercssados apenas na 
SolugSo estaciondria, que se estabelece assintoticamentc, para tempos l » constante de 
tempo caracten'stica do circuito. 



10.4 Oscilacoes livres num circuito L-C 




Considercmos urn circuito idealizado, que 
consiste exclusivamcnte em urn capacitor 
de capacitancia C e um indutor de auto- 
indutancia L (fig. 10.12). Como despreza- 
mos inteiramente a rcsistencia (veremos 
depois seus cfeitos), nao ha dissipacao, e 
a encrgia inicialmente armazenada no cir- 
cuito se conserva. Podemos considcrar. 



Figura 10.12 Circuito L-C 
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por exemplo, que essa energia corresponde a uma carga inicial do capacitor. 
A l a lei de Kirchhoff da 



Q , dl n 

c + L Tt= Q 



(10.4.1) 



ou, derivando em relacao ao tempo, com dQ/dt = I , 

(I 1 1 



i +L d 



= 0 



d 2 l , 



(10.4.2) 



onde 



wo = 



(10.4.3) 



que da" a freqiiincia angular das oscilagdes livres neste circuito. 

A cquacao para I e a equacao de urn oscilador harmonico de freqiiencia angular 
coo . Usando notacao complexa ( /' = V - 1 ), a solucao geral (Fisica Bdsica 2, Sec. 3.2) e 



l(t) = Re (-4 1* ■ e*"*') = A cos((Oo/ + cp) 



(10.4.4) 



onde A (amplitude real) e 9 (fase inicial) sao as duas constantes reais necessdrias para 
satisfazer as duas condicoes iniciais (a cquacao diferencial e de 2 a ordem), por exemplo, 
a especificacao da carga inicial Q 0 no capacitor e da corrente inicial l 0 atraves do indutor. 
Assim, integrando em relacao a t, basta escrcvcr 



Qb) = — sen ((Oo/ + (p) 



(10.4.5) 



sem constante de integracao adicional, pois j.1 temos duas constantes arbitrarias: 
/(0) - l Q = A cos (p 



Q(0) = Q 0 = — scnip 

dig 



A = V'o + <->u Go 



—-•ft? 1 



(10.4.6) 



0 que determina Aeipem funcao dos valor. s iniciais Qo e / 0 . Por exemplo, se inicial- 
mente nao hd corrente, / 0 = 0, e a carga esta toda concentrada no capacitor, temos 
A = (Oo £0 e <p = 71/2 . 
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A energia armazenada no capacitor no instante t e (usando Wo = 1 /LC) 



U c (t) = 



Q 2 (i) 



2o^C SCn ^ ta °' +< P) = 2 LA2sen2 ( <a 0 < + <P) 



(10.4.7) 



e podcmos pensar nela como intciramcntc contida no campo cl<5trico entrc as placas do 
capacitor. 

A energia armazenada no indutor no instante / d 



U L (t) = \uHt) = ^LA 2 exx 2 {<Oot + <p) 



(10.4.8) 



que c a energia magnetica contida no campo B dentro do indutor. 
A energia total 6 



(4c 



(10.4.9) 



e se conserva, dada a ausencia de dissipacao (R = 0). 
Q 



A 
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Os graficos da fig. 10.13 ilustram o anda- 
mcnto da carga Q e da corrcnte / em fun- 
cao do tempo, para a condicao inicial 
h = 0 , bem como das contribuicoes eld- 
trica ( Uc ) e magnetica ( U i ) a energia 
total U. 

Como 



t 



x + — | i 



Figura 10.13 Carga 0, corrente / e energia U 
em funcao do tempo 



vcmos que a corrcnte / esta adiantada de jr./ 2 , na fase, em relacao a carga (em quadra- 
tura). Tan to a corrcnte como a carga trocam de sinal (sentido) a cada hemiciclo. A energia 
oscila entre energia eletrica e energia magnetica, mantendo constante a energia eletro- 
magnetica total (soma das duas). 

Ha uma analogia completa entre as oscilacoes eletricas desse circuito e as osci- 
lacoes mecanicas livres de uma parti'cula de massa m presa a uma mola de constante de 
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mola k, sendo x o deslocamento da massa a partir do equilibrio {Fisica Bdsica 2, Sec. 
3.1; Tabela 10.1). 

Tabela 10.1 



OSCILADOR MECANICO 



OSCILADOR L-C 



m 



d, 2 



+ kx = 0 



. m . k , wo = V — 
dx 



in 



v = 



dt 



Encrgia cin&ica: T = ~mv 2 
Eiicrgia potendaL v = ^A-.t 2 



Q , Z. , £ . (Oo = -z- 
c VET 

Energia magndtica: Um = 
Energia clctrica: He = *p 



Note, em particular, que L represents inircia (massa m). 
10.5 Osci locoes amorffecidas: circuiffo R-L-C 



+Q 
-Q~ 



R 

-WW 



Considcremos agora a situacao mais rea- 
lista em que levamos em conta a resisten- 
cia R que deve existir sempre no circuito, 
alcmdeLe C (fig. 10.14). 

A 1 a lei de Kirchhoff da agora 



(10.5.1) 



Figura 10.14 Circuito R-L-C 
ou seja, dcrivando em relacao a t e dividindo por L, 



tl 2 1 


K 


dl 1 


d, 2 


+ I 





(10.5.2) 



ou ainda, indicando per ( ' ) uma derivada em relacao a t, 



/ + y/ + co o / = 0 



(10.5.3) 
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onde 



1 



_ R . ± 



(10.5.4) 



Reconhecemos a equable, differencial de urn «dfafor IMn amortecido onde a re- 
sistenca .ntroduz o amortecimento (atrito). O equivalence mccanico corresponderia a 
mass.,, |,gada a mola, oscilando dentro de urn fluido viscose. Usando a notacao complexa 
para a solucao (Fi'sica Bdsica 2, Sec. 4.1). 

obtemos a equacao caracteristica [dl{dt ) correspondc a multiplier-go porp] 



(10.5.4) 



P 2 + TP + (05 = 0 



y /y- 

p± = ~ 2 ± VT ~ w " 



0 



Consideraremos apenas o caso de amortecimento subcrttico, 



em que 



Y 

2 < % 



# 1 

2L < VZC 



(10.5.5) 



Obtemos 



/>± = -J ± <0)| . CO | 



cog - 



(10.5.6) 



onde basta tomar a solucao com sinal + . pois ja temos duas constantes arbitrarias A e <p 
para salisfa/er as condicocs iniciais. Entao, 



/(/) = Re 



ou scja. 



y 

/(/) = A e 2 cos («,/ + <p) 
que se reduz a .solucao anterior quando R = 0 ( y -> 0 



(1 0.5.7) 



(0 



fi>o )■ 
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Figura 10.15 Oscila?6es amortecidas 
da corrente 



A corrente oscila, mas com amortecimen- 
to exponencial (cnvoltdria) de constante 
de tempo 2/y = 2x L (fig. 10.15). 

Logo, 6 tamb£m uma corrente 
transiente (como tinha de ser, pois s6 ha" 
clcmentos passivos e ha" dissipacao). 



Amortecimento fraco 



Vamos supor que 



Y « w 0 (=> toi = co 0 ) 



(10.5.8) 



Nesse caso, 



CM - ! 



I{t') dt' = Rc 



Re 



onde aproximamos p = p+ por i u)| , no denominador, e as constantes A e <p sao dctcr- 
minadas pelas condicSes iniciais, Q(0) e 1(0). Assim, 



Y 

(2(0 = — e~ 2 ' sen fat + <p) 

10) 



(10.5.9) 



A encrgia U c armazenada no capacitor no instantc t e 



Q A 2 A 2 



o que da 



LA 



V c (t) - — 5— <T Y 'scn 2 ((0,r + <p) 



A energia armazenada no indutor no instante / € 



(10.5.10) 



1 I A 2 

U L (t) = ir LI 2 {l) = ^- e-Vcos 2 fat + <p) 



(10.5.11) 



Logo, a encrgia total armazenada no circuito no instantc t € 



10.5 Oscilagoes amortecidas: ciicuito R-L-C 
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U(t) = U c (t) + U L (l) = ^LA 2 e~V 



(10.5.12) 



mostrando que dU/d t = -y U (y 6 a taxa de amortecimento da encrgia). 
A energia dissipada em calor (efeito Joule) e 



dW 



— = RI 2 (t) = R 4 V*'cos 2 (<o,/ + <p) 



(10.5.13) 



A energia dissipada em urn ciclo de oscilacao (entre (el + x, onde x = 2 7t/(0| ) , 6 

(10.5.14) 



J ( -jp-df - R Ale-t'l * cos 2 ((0,/' + <p)dt 



onde o falor exponencial foi tirado para fora da integral porque quase nao varia durante 
urn ciclo, por scr 



Y « (0, => yx = 2re— « 1 
to, 



Por ouu-o I ado, 

I 



2n 
+ — 

0) 



cos 2 (ov' + <p) t//' = y 
cos (2o)|f'+<p) 



2s 

'+ — i 

4(0, 



25 

sen (2(0x1' + (p)[ +w i 



1 [ 2n 

2 lo), 



4o), 



sen (2(0 ,/ + <p + 4n) - sen (2co ,/ + (j>) 



=0 



ou scja. 




(10.5.15) 



o que equivale a substituir o ( cos ) 2 pela sua media 1/2 por perfodo. Assim, 



Energia dissipada por ciclo = ]rRA 2 e~ y ' - — 
2 a>\ 



(10.5.16) 



Chama-se/a/or de merito ou fator Q (de Qualidade) do oscilador a razao 
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Q = 2k 



Encrgia armazenada 
Energia dissipada por ciclo 



(10.5.17) 



Quanto maior Q, mcnor a perda fraciondria de energia por ciclo. Nestc caso, tcmos 



Q 



2k • i LA 2 e~V 
2 (o, 











-T 





(10.5.18) 



A condicao de amortecimento fraco e" portanto equivalente a condicao: Q » 1 (elevado 
fcitor de mirUo). 

10.6 CircuifosAC 

A corrente eletrica distribui'da para utilizacao industrial c rcsidcncial 6 corrcnte 
allernada (AC, do ingles "Alternating Current"), tipicamcntc de frcqucncia v = 60 - (ci- 
clos/scg) ( co = 2 7t v = 377 Hz ) . Ja" vimos o principio da geracao de corrente alternada 
pela rotacao de uma bobina num campo magndtico. 

A principal vantagem da corrente alternada 6 que sua voltagem pode ser facil- 
mcnte ainplificada ou reduzida usando transformations (que discutiremos na Se?. 10.8). 

Isso permite transmitir a energia eldtrica cm linhas de alia voltagem, converten- 
do-a no valor "casciro" (110 V, tipicamcntc) ao chegar a seu destino. A vantagem da 
transmissao de potcncia cm alta voltagem 6 que a corrente I associada 6 baixa, reduzindo 
a pcrda por efeito Joule nos fios de transmissao (I 2 R) . 

O gerador que alimenta o circuito equivale, na analogia com a mecanica, a uma 
forca externa oscilat6ria de frcqucncia angular co. Como vimos ao estudar oscilacoes 
forcadas na mecanica (Ft'sica Bdsica 2, Se?. 4.3), a rcsposta do sistcma nestas condi^oes 
consiste em duas partes: (i) a resposta transiente, que contem o efeito das condifoes 
iniciais, e tende a desaparcccr para / » x , onde T c uma constante de tempo caracten's- 
tica do sistcma. Essa resposta, que e solucao de uma cquacao difcrcncial homogenea (sem 
for?a externa), corresponde as oscilacoes livres dos circuitos que vimos na rede R-L-C, 
e e amortccida pela dissipa?ao na resistencia. (ii) a solucao estaciondria, que persiste par 
t —> °° , e corresponde as oscilacoes forcadas, de mesma freqiiencia CO que a excitafa 
externa (gerador). 

Em gcral, estamos intercssados somente na solucao estacionaria, e c somente ela 
que vamos discutir, desprezando os efeitos transientes. Logo, todas as grandczas que 
vamos considerar oscilam com a mesma freqiiencia CO, tornando vantajoso o emprego da 
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notacao complexa, em que a dependencia temporal € sempre* da forma e'°" ; para derivar 
qualquer grandeza complexa em relacao ao tempo, basta portanto multiplicS-la por /' o : 



(10.6.1) 



Esta 6 a principal simplificacao decorrente do uso da notacao complexa. 

Vamos usar as seguintes convencocs de notacao para representar 
grandezas, excmplificadas pcla voltagem V(/) 



V(/) 


- Re [V(t)) 


V(t) 


= Ve im 


V = 





V e a amplitude complexa de V ; (pea fase de V. Resulta 



V(t) = Rc [v m e ^'^\ = V m cos (m + <p) 



mostrando que V m = I V I da o valor maxima de V(t). Analogamcnte, 



l(t) = Re [/(/)] = Rc [7 e ia '] 
&(t)=Rc [!(/)] = Re [§ e' w 'j 



(10.6.2) 



(10.6.3) 



(10.6.4) 





ST 



<2 



V 



Figure 10.16 Indutor e gerador AC 



Reatdiuias 

No circuito da fig. 10.16, puramente in- 
dutivo, temos 



(10.6.5) 



Esta convencao e a mats adotada em engenharia. 
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Em notacao complexa, 



o que da" para a solucao estacionaria 



I = jcoZ. 7 = coLe'2 7 



(10.6.6) 



(10.6.7) 



e, tomando 6 = S m (real), => 6 = Re ( &„ e" 01 ) = & m COS ((01) 
7(f) = Rc (/V w ') = Re 

o que da 



— r e v 



6 = 6 m cos (tor) =>/(/) = ^ysen (<or) 



(10.6.8) 



Lembrando que Ldl/dt tambem 6 a queda de tensdo V atravds do indutor, com 
V = Re ( Ve" 0 ' ) , temos tambem 



.ji 

V = iaLI = (oLe'if 



Se em lugar de L tivessemos uma resistencia R, a lei de Ohm daria 



V = R I , V = R I 



(10.6.9) 



(10.6.10) 



mostrando que a voltagem e a correnie atravcs de urn resistor estao em fcise. 



Im 



A 

V 



v„ 




Re 



Ja para urn indulor, o fator i = e'i em 
V/I mostra que a corrente mm indutor 
estd atrasada de n/2 em reklfdo a vol- 
tagem. No^plano complexo (fig. 10.17), 
os vetores V c / giram no sentido anti- 
horario com velocidadc angular 0) (fator 
e" 0 '), manlcndo-se peipendiculares entre 

A A 

si, com V adiantado de n/2 sobre / (diz- 
se tambem que estao em quadratura). 



Figura 10.17 Representacao complexa 
de V e / para um indutor 
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A razao 



■f- = CiZ. = X L 

' m 



(10.6.11) 



enlre os valores maximos da voltagem e da corrente atraves do indutor chama-se reatdn- 
cia indutiva do indutor. 

Em particular, X L — » 0 para co — > 0 , conforme seria de se cspcrar: para corrente 
continua (sem variacao de fluxo), o indutor se comporta como urn curto-circuito. Para 
co -> oo , X L -> oo : variacoes rapidas sao bloqueadas. 



•10 




V 



Figura 10.18 Capacitor e gerador AC 



Analogamente, se considcrarnior o circui- 
to da fig. 10.18, puramente capacitivo, 
vem: 

-6+^=0 {[Q = CV\ O0-6'2) 



dt dl 



(10.6.13) 



I = J = cjjV = Cj f (v e iw ) = /(OCVV 



o que da 



/ = i<oCV 



V = _-L.J = -L e -innj 




Figura 10.19 Representacao c. nplexa 
de ve / para um capacito. 



(10.6.14) 



(10.6.15) 



Logo, a corrente num capacitor estd adi- 
antada de n/2 e.n relacao a voltagem. 
Temos ainda: 



1 



/,„ coC 



= Xr 



(10.6.16) 



como a reatdncia capacitiva do capacitor. 
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Para co — > 0 , Xc — > 00 : as placas do capacitor estao isoladas uma da outra 
(circuito aberto). Para co — > 00 , x c — » 0 : variacoes rapidas sao transmitidas. 

A A 

No piano complcxo, os vetorcs rcpresentativos de V e / giram com velocidade 
angular co, com V sempre atrasado de ic/2 em relacao a / (fig. 10.19). 



Impedancia 




Consideremos agora o circuito R-L (fig. 
10.20) cm corrente alternada (solucSo cs- 
taciondria): 



V = R I + L 



'li- 
cit 



(10.6.17) 



Figura 10.20 Circuito R-L 
com gerador AC 



V = V e i(0 ' = {R + i<j>L)7e ia ' = (/? + itoL) / 



de forma que 



V V 

j = Y = Z = R + i(s)L = R + iX L 



(10.6.18) 



(10.6.19) 



onde Z chama-se a impedancia complexa: sua parte real e a resistencia R, e a parte 
imaginaria e a reatancia indutiva X L = coL . 
A relacao 

' V = Zl , ou V = 11 I ( 1 0.6 .20) 



e uma generalizacao complexa da lei de Ohm, V = RI. 
Im 




Confomic mostra a fig. 10.21, 



z = \z\= -Jr 2 +x 2 l = -Jr 2 +(ojL) 



coZ, 



r 



(10.6.2!) 



Figura 10.21 Impedancia complexa 
do circuito R-L 



onde a grandeza real Z charr.a-sc impe- 
dancia do par R-L. 
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Voltando a notac ao real, com V = V m , 



V(,) = Re V = Rc(v m e ib>l ) = V m cosw/ 



o que da" 



(10.6.22) 



/(/) = Rc|^| = Rcf%e-'>'e'' u 'j 




(10.6.23) 



A amplitude mdxima da corrente, L , e = V„/Z, e a sua fase esta" atrasada em relacao 
a da voltagem por 

que, para R -» 0 , tende a 71/ 2 (rcsullado anterior). 



6 



■te 



V 



Analogamente, para urn circuito R-C (fig. 
10.22), 



0 

v =c + R ' 



(10.6.24) 



Figura 10.22 Circuito R-C com gerador A-C 



_ = ItoV = _ + J? _ = lt0 Jf + _ „ 



o que da 
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Figura 10.23 ImpedSncia complexa do circuito R-C 



-1 



1 



(o/ec 



(10.6.26) 



/(/) = Re|^-e''^ + ' w ' 



(10.6.27) 




(10.6.28) 



A fase c'a corrente esta adianiada de tpc (que — > n/2 para /? — » 0 ) em relacao a da 
voltagem (fig. 10.23) 

Dccorrc das Icis dc Kirchhoff que impeddncias se combinam em serie on paralelo 
como resistincias. 

Valor eficaz e potencia media 

A potencia instantanea dissipada em calor por uma corrente alternada numa re- 
sistencia R e 



(10.6.29) 




Figura 10.24 Potcncia instantanea 
AC dissipada em R 



onde i|f e a con si ante de fase da cor- 
rente. Essa potencia (fig. 10.24) oscila 
periodicamente cntre zero e o valor 
maximo ll R . Na prdtica, interessa- 
nos o valor medio da potencia sobre 
urn pen'odo (ou sobre muitos, o que 
vein adar rtamesma): 



^) = />*<cos 2 (o>, + V )) 
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onde os colcheles angulares < > indicam o valor medio temporal, definido, para qualquer 
funqao ft), por 



</(')) -ij/fo df 



(10.6.31) 



e T 6 qualquer numero inteiro de penodos. 
E obvio que (fig. 10.24) 



cos 2 (<0f + vj/)) = (scn 2 (wr + = - (cos 2 (co/ + y) + scn 2 ((or + y)) 



=l 



ou seja. 



(cos 2 (to/ + \|/)) = (scn 2 (co/ + v|/)) = - 



o que tambdm dccorre da idcntidade 



(cos 2 (oh + y)) = - (l + cos(2co/ + 2\|/)) 



(10.6.32) 



(10.6.33) 



com 



(cos (2to/ + 2\\if) = 0 



(drcas positivas e negativas da cossendide se cancelam). 
Logo, 

dW 



dW\ 1 , , » a 

IT) - j A * - -to 1 * 



(10.6.34) 



(10.6.35) 



onde 



i t = -gr s 0,707 /„ 



(10.6.36) 



chama-se va/or efetivo, ou va/or e//caz, da corrente. Urn resultado analogo vale para a 
voltagem: 

V 

y = 

Quando se diz que a voltagem de uma linha de 60 ~ 6 de 1 10 V, este 6 o valor 
eficaz: o valor mdximo correspondente e 1 10 V2~ == 156 V ( = V m ) . 
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Analogamente, para qualquer circuito AC, se a fern da fonle (gerador) que o 
alimenta e 



&(t) = V{t) = V m cos {fat) 



e se a corrcnle gerada no circuito 6 



lit) = /,„cos((o/ - q>) 



a potencia instantanea fornecida ao circuito 6 



Pit) = & it) l(t) = V m / m cos (oj /)cos (w / - cp) 



Novamente, interessa a potencia media </>(/)>. 
Como 

cos ((Of - tp) = cos (air) cos(p + sen ((Ot) setup 



(10.6.37) 



(10.6.38) 



(10.6.39) 



vein 



(Pi')) = V m i„ 



cos<p(cos 2 ((0 1)) + scn(p(cos(w /) scn(co /)) 



=2(scn(2o) f))=0 



ou sej. 



(10.6.40) 



Alcm dos valores maximos da voltagem e da correntc, vemos que < P> tamb^m depende 
da defasagem (p entre elas. O fator cos (p chama-se falor de potencia. 

Assim, por exemplo, nos circuitos puramcnte reativos (que so contem L e/ou C, 
sem R), vimos que (p = ± n/2 . de forma que cos ip = 0 c < /' > = 0. Esse resultado 
se interpreta imediatamente: ncstes circuitos puramcnte reativos, a encrgia anuazenada 
no indutor ou na bobina durante uma metade do ciclo e restitui'da a fonte de alimentacao 
durante a outra metade. 

Por outro lado, num circuito puramente resistivo, a voltagem e a corrente estao 
em fase, ecp = 0 . Se R€a resistencia total do circuito, obtemos, neste caso 

(& ■ L^Ap) = | 'iR I 

o que coincide com o resultado anterior. Vemos assim a interpreta?ao fi'sica ea impor- 
tancia da defasagem (p entre V e /. 
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10.7 Ressonancia: circuito R-L-C 




A impedancia complexa deste circuito, 
com R, L, C em serie (fig. 10.25), e 



(10.7.1) 




Figura 10.25 Circuito R-L-C com gerador AC e temos, tomando V = V m , 



Z = Z '* (Z = |Z|), c V = V w cos(aw) 



(10.7.2) 



de forma que 



=Rc\^ c iM, )= Repk e <(»'-<l>) 



= -3 cos (co / - <p) 







"' z 











(10.7.3) 



(10.7.4) 



Portanto, a corrente de pico (valor maximo) /„ produzida para uma dada voltagem 
de pico V„ , dada pelo gerador, varia com a freqiiencia (0. Para co -> 0 , a reatancia do 
capacitor domina (porquc C equivale a urn circuito aberto neste limite); para to -> « , 
e a realancia do indutor que 6 dominante (porque L se opoe a variacoes muito rapidas). 

/„ -» coC V m para <o -» 0 



para CO — > oo 



maximo. 



Como / m e positivo e -> 0 para co -> 0 e para co -> °° , t em de passar por urn 
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O valor mdximo de I m / V m ocorre para a freqiiencia (0 tal que 



_1_ 



LC 



(O = (0 0 = 



(10.7.5) 



ou seja, quando (0 6 igual a freqiiencia de oscilaccio livre do circuito L-C. Temos 

'>o) = y (10-7-6) 



ou scja, para cssa freqiiencia, a reatancia se anula, e a impedancia equivale a resislcncia 
R- Im/Vm & dado pcla lei de Ohm. 

Vamos estudar o comportamento de /„ ( CO ) para (D prd.ximo de (Do • Para isto, 
notemos que 



R 2 + 



(oZ. - 



1 



wC 



= R 2 U + 



2 
/? 2 



^Do 05 " (oco 0 Cj 



= K 2 



1 + 



(On 



(0„ 



CO 



o ifl-WoLC 



e que 



6 o fator de merito (qualidade) associado a freqiiencia angular (D () . Logo, 



, _ VJR 




r \ 
(0 (fl 0 ' 

^(fl 0 (0 J 


2 



(10.7.7) 



(10.7.8) 



Como I,„/V m -> 0 para (0 -) Ocd) -) »ee maximo para (0 = (0 () , tcm um p/co 
(0 0 . Para medir a largura desse pico, podemos tomar os valores de (0 para os quais 
cai a 1 / vT do seu valor maximo V m / R , ou scja, 



2 0)o 



= i 



(0p_ _ + 1 _ <a 2 - c>o = (<■>- <Qb)(<o+ "o) 

Wq 0) __ {2 _ (0(0o (OqO) 



o que da, para o desvio A(0 = (D-(u 0 da freqiiencia (0 0 , 
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Ad) 


1 






Q 







Em particular, se 0 » 1 , tcmos 



e co « o)o , ou seja 



— = +— = +- R 



Acq 
too 



« 1 



(10.7.9) 





/? 


A<0=±| 





(10.7.10) 



onde y 6 o/a/or de amortecimento (10.5.4) das oscilacoes livres do circuito R-L-C. 




0,5 1 1,5 2 
Figura 10.26 Curvas de ressonancia para a amplitude 



A energia eletromagnetica nas oscilacoes 
livres cai com e~ v . A fig. 10.26 mostra 
a rcsposta, dividida pela resposta maxi- 
ma, como funcao dc to/coo . Tcmos tfpi- 
cas curvas de ressonancia, com picos tan- 
to mais estreitos quanto maior for Q. 
Vemos tambem que a semi-largura do 
pico de ressonancia, para Q » 1 , 6 
dada pelo fator dc amortecimento y das 
oscilagoes livres. Resultados inteiramcnte 
analogos sao obtidos na mecanica, para 
oscilagoes forcadas (Fisica Bdsica 2). 



A defasdgem ip cntre corrente e voltagem resulta da expressao de Z : 
if 1 ) io 0 L( a) co 0 ") 















CO co 0 "| 




<p=tg-' 


Q 









(10.7.11) 
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Figura 10.27 Curvas de ressonancia para a fase 
ou seja. 



Vemos que (p = 0 na ressonancia, e 
-> - /2 para co -> 0 (reatancia capaci- 
tiva) e a + 71/2 para co -> °° (reatancia 
indutiva), tanto mais abruptamente quan- 
to maior for Q (fig. 10.27). 

Finalmente, vamos calcular a 
queda de tensao atravcs do capacitor, que 
e dada pela (10.6.16): 



V c .m - Im*C ~ ac 



v 


'Cm 


l SI 


COKCJl + Q 2 


CO COfj 









(10.7.12) 



(10.7.13) 



Mas 



o que da 



co 0 <a 0 L Q co 0 



Vc, m = ^ Q 



1 + Q- 



CO _ too 



e, em ressonancia ( co = co 0 ) , 



V C . m = QV,n 



(10.7.14) 



(10.7.15) 



Para uma ressonancia estreila ( Q » 1 ) , a amplitude da tensao ressonante no capacitor 
e muito maior do que a amplitude da excitacao externa V m (por um fator = Q). 

Uma aplica^ao importance de um circuito ressonante e como seletor de frequen- 
cias. Num receptor de radio, por exemplo, podemos usar um circuito dcste tipo em que 
C 6 varidvel (o que se obtem com um conjunto de placas fixas em paralelo e outro de 
placas m6veis, que interpenetram as primciras com area varidvel, pela rotacao do botao 
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de sintonia). Quando a frcqiiencia co 0 assim definida esta em ressonancia com a de uma 
estacao de radio, aparece no capacitor uma voltagem ressonante elevada, para Q elevado, 
e a seletividade tambcm e alta, porque outras estacoes cacm fora da largura y do pico de 
ressonancia. 

10.8 Transformadores 




Primario 



Consideremos inicialmente, para simplifi- 
car, a situacao ilustrada na fig. 10.28, em 
que lemos duas bobinas toroidais enrola- 
das no mcsmo tordide, feilo de material 
L— t nao-magndlico (madeira, por excmplo): 

Secundario „ r ' 

um enrolamento primario" com Ni espi- 
Figura 10.28 Bobinas toroidais acopladas raS e um " sec " n <^>'°" com N 2 espiras. 

O primario 6 alimentado por um gerador de fern S, = & m cos (co/) e no secun- 
dario hd uma "carga" de resistencia R 2 . Vamos desprezar a resistencia do primario. Se 
L, e L 2 sao as auto-indutancias do primario e do secundario, e L n a indutancia mutua, 
temos entao 



(10.8.1) 




ou, em notacao complexa. 



/co (z., 7, + i. n i 2 ) = 6, 

ico (z. l2 7, + l 2 T 2 ) = r 2 i 2 = -v 2 



(10.8.2) 



onde V 2 = Re ( V 2 e'"' ) e a voltagem atraves da resistencia. 
Logo, 



6, 



K L, 7, + L l2 l 2 ) 



(10.8.3) 



Vamos considerar o caso ideal em que o coeficiente de acoplamento indulivo 6k=l 
[cf. (9.6.6)], ou seja, 



Circuitos 



(10.8.4) 



Neste caso. 



«1 



( 4k L 2 lj + L2J2 ^ 

^k h + 4 k kh 



o que da" 




(10.8.5) 



pois o 2." membro 6 real e positive 

Mas vimos para bobinas toroidais [cf. (9.5.29)] que 




6 a razao do numero de espiras do secundario ao numero de espiras do primario. 

Logo, a fern do primdrio aparece no secunddrio (alravcs da carga) amplificada 
ou reduzida por esta razao, o que ilustra o princi'pio basico do transforniador. Passando 



ao limitc cm que o raio medio do toroide 
solenoide cilmdrico. 




Figura 10.29 Transformador 



° , obten'amos o mesmo rcsultado para urn 

Na pratica, urn transformador mais usual 
e do tipo ilustrado na fig. 10.29, em que 
primario e secundario sao enrolados cm 
torno de urn mesmo nuclco de fcrro. Nes- 
te caso, o lluxo magndtico passa quase 
intciramcntc atrav£s do ferro, e daf resulta 
que o fluxo magnetico <I» que airave 
cada espira e\ com boa aproximacao, 0 
mesmo no primario e no secunddrio (cf. 
Sec. 11.8). 



Como o primario tern Ni espiras e o secundario N 2 , a lei da inducao da entao 



de forma que obtemos novamente 
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V2 



N2 
Ni 



(10.8.7) 



No caso das bobinas toroidais, a hip6te.se de que vale o limite ideal k = 1 equivale a 
dizer que todo o fluxo que atravessa um dos enrolamentos tambcm atravessa o outro, ou 
seja, o princi'pio e 0 mcsmo. 
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L 



6 



te 



Se considcrarmos o circuito da fig. 10.30, 
onde 6 6 a fern associada a um gerador 
de corrente alternada, teremos 



'-I 



(10.9.1) 



Figura 10.30 Circuito bloqueador 
de alias frequencias 



onde 



Z=/l coL 



coC J 



(10.9.2) 



e a voltagem V cntre os terminals do capacitor 6 tal que 

6 



V = J 2 C = J- = - 6 



& 



/coC HaCZ a . 

wC wi - 



(l - 0) 2 LC) 



ou seja, com 0) 0 = 1 /VI C (frequencia de oscila^ao livrc). 



V = 









(10.9.3) 



que -> g para CO — > 0 e — » 0 para CO — > » . 

Assim, o circuito tende a "deixar passar" sinais de baixa frequencia (para os quais 
L tende a um curto-circuito) e a "bloquear" sinais de aha frequencia (efeito de L e da lei 
de Lenz). 



Circuitos 



c 




Se intercambiarmos os papeis de L e C, 
Z e / nao se alteram (fig. 10.31), mas V 
aparece agora entre os terminals do indu- 



tor, e 



Figura 10.31 Circuito bloqueador 
de baixas frequendas 



V =1 Z L = UoLf = ^& = 



/coL 



i\ (OL - 



, co 2 LC / 









V = — 

- 


'coo ] 

K m 4 


2 



(10.9.4) 



que -> & para (O -> <» e -» 0 para (0 0 . 

O circuito tern agora o efeito invcrso, dcixando passar sinais de alta frequencia 
(para os quais C tende a urn curto-circuito) e bloqueando os de baixa frequencia (para os 
quais C 6 urn circuito aberto). 

Podemos procurar aumcntar cstas tendencias e "filtrar" mais e mais freqiiencias 
baixas (ou altas) associando em seric vdrios circuitos identicos a urn dos dois casos. 

Vejamos o que acontece no caso limite idealizado em que se imagina ter uma 
seqiiencia infinita de circuitos identicos, formando uma rcdc periddica. 

Para dar um tratamento geral, substitufmos L e C por duas impcdancias comple- 
xas genericas, que vamos designar por Z| e Z 2 : 





r 1 h 








3 



Seja /„ a corrente de malha complexa na 
/j-esima malha dessa rede (fig. 10.32). 
Aplicando a l. a lei de Kirchhoff a esta 
malha, vem: 



Figura 10.32 Filtro infinite 
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fa ~ >*-.) Z 2 + InA + (/„ " /„+,) Z2 = 0 



(10.9.5) 



ou seja 



+(Z, +2Z 2 )7„-Z 2 7„. I =0 



(10.9.6) 



Dados Zi e Z 2 , queremos achar de que forma /„ depende de n, variavcl discreta que 
toma s6 valores inteiros. A diferenca /„ - /„_i = A/„ chama-se uma diferenga finita, 
andlogo discreto de uma diferencial: Af - f(x + Ax) - f(x),ea equacao (10.9.6) e 
uma equacao de diferencas finitas, andlogo discreto de uma equacao diferencial. 

Como os coeficientes das diferencas sao constantes, podcmos procurar resolve-la 
da mcsma forma que uma equacao diferencial linear de coeficientes constantes, por uma 
exponencial na variavcl (n): 



l=he° 



onde a 6 uma constante a determinar. Isso d.1 



(l 0.9.7) 



i_ 
p 



(i 0.9.8) 



e, substituindo na (l 0.9.6) 



-pZ 2+ {Z l+ 2Z 2 )--Z 2 =0 
P 



Multiplicando por ( -p ) e dividindo por Z : , obtemos 




cujas raizes sao 




Vemos pclos coeficientes da equacao de 2.° grau (10.9.9) que 




(10.9.9) 



(10.9.10) 



(10.9.11) 
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e que, para ambas as raizes, temos 




(10.9.12) 



Nos exemplos acima, Zi e Z 2 sao i<oL ou 



—i 
coC 



ou seja, imagindrios puros, de forma que 



Z, 

2Z 2 



e /£y;/. Vamos admitir isso, ou seja, que Z, e Z 2 sao reatancias puras (R = 0). Se 

<1 



2Z, 



2, 



o radical em />± e imagindrio puro e as raizes sao complexas conjugadas; caso contrdrio, 
elas sao reais. Comccemos pelo 1 ,° caso: 



f z n2 
i+-4 



2Z 



<1 



2 J 



-1<1 + JL<1 
2Z, 



-l<-?L-<0 
4Z, 



(10.9.13) 



Nesse caso, p- = (p+)* (complexo conjugado), e 1 = p + p- = lp+1 2 . Logo, p± s3o 
fatores defuse; a (10.9.8) da 



(10.9.14) 



onde P (dcfasagem da corrente entre 2 malhas consecutivas) se oblem da (10.9.12): 

(10.9.15) 



< 1 N 
P + - 



»i(^P + e-'P) - 



CO SP= . + ^ 



o que d;1 



p = cos - 



f 7 

i+4^ 

2Z 2 



A corrcnle complexa na malha n flea, para a raiz p- , 

Wo-"" - 
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ou seja, 



/ _ 7 -n-'-P") 

'm—'0 e 



(10.9.16) 



e, como / 0 = 



Aim e "* • a corrente real e 



h = 4>„cos(Pn-CH-<p) 



(10.9.17) 



que reprcscnta uma onda harmonica progressiva (FCsica Bdsica 2, Sec. 5.2) de corrente, 
propagando-se ao Iongo da cadeia de malhas, da csquerda para a direita, com "niimero 
de onda" P e velocidade de propagacao co/p . 

A raiz /> + troca P -» - p , e reprcscnta portanto uma onda analoga propagando-se da 
direita para a csquerda. A .solucao gcral nesse caso seria uma supcrposicao das duas. 



Se 




a expressao cntre parentescs pode ser > 1 ou < -1. 



Caso (i): 




(10.9.18) 



Ncste caso, p + > 1 = e a com a > 0, ep-< 1 = e~ a , onde 



(10.9.19) 



e ch 6 o coseno hiperbolico. 

Para a raiz p- , a corrente na malha e 



L =/>""" { l=l 0 e 



(10.9.20) 



e a corrente real e 



K =l 0m e- aa cos((ot + <f>) 



(10.9.21) 



mostrando que ela nao se propaga: atenua-se para a direita, por um fator e~ a , de cada 
malha para a seguinte. Essa solucao corrcsponderia a um gcrador de corrente a esquerda, 
alimenUindo a rede. A solucao />_ = e" atenua-se para a esquerda, correspondendo a 
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alimentagao por um gerador de corrente colocado a direita; a £ a constante de atenuacao 
por segao. 



Caso (ii): 



22, 



i<-l 
4Z 3 



(10.9.22) 



Nesse caso, p+e p. sao negativos, e podemos tomar 

;> t =-* ±o (a>0)| 



(10.9.23) 



A unica diferenga cm relacao ao caso (i) e que, alem de atenuar-se de cada sccao para a 
seguinte, a corrente tambcm troca de sinal (senlido), corrcspondendo a uma mudanga de 
fase de rc. 

Em geral. 



6 uma funcao da frequencia co, como as reatancias, de modo que as condigoes acima 
sao condigoes sobre CO. Uma faixa de freqiiencias em que a corrente se propaga 

chama-se banda de passagem; nos outros casos (/) e (ii), em que se atenua, temos uma 
banda proibida. 

Como pode haver atenuacao, se Zi e Zi sao reatancias puras, cuja resistencia R 
foi desprezada? A resposta c que a atenuacao nao corrcsponde aqui a uma dissipacdo de 
energia. A energia provcnicnte da fonte de corrente, numa banda proibida, vai ficando 
acumulada nos capacitores e indutores ao longo da rede, sem que haja dissipacao. Em 
consequencia, /„ 0 para 

Impeddncia iierativa 
Na realidade, nao existem filtros infinitos. Como cntao aplicar esses resultados? 



-QZr- 



Podemos imaginar a cadeia como forma- 
da pela justaposi?ao de clcmcntos identi- 
cos, obtidos "cortando ao meio" cada se- 
gao, ou seja, atribuindo 1/2 Zi a cada 
lado (fig. 10.33). 



Figura 10.33 Redivisao de filtro infinito 
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Se tivcrmos urn gerador de voltagem V na extremidade esquerda do filtro, entre 
os pontos A e B, a corrente transmilida sera" (digamos) / . A razao 



V / 1 = Z T 



(10.9.24) 



chama-se impeddncia iterutivu ou impedancia caracteristica do fillro. Podcmos calculd-la 
atravds do seguinte racioci'nio. 

Do ponto de vista de A e B, podemos substituir o filtro todo pela "impedancia 
equivalcnte" Z T , mas isto tamb6m se aplica (uma vez que clc 6 semi-infinito) se substi- 
tuirmos somente a porcao a direita dos pontos C e D. Logo, dcvcmos tor: 



ou scja, levando em conta as associates em seric e em paralelo, 



o que da 



i 



r + i- - 

2 2 Z ' +Z '' 



± 



f - + z r + z 2 



(10.9.25) 



Z T %- + {Z T ) 2 + Z T Z 2 = 



f z 



Zt =hz 2 + j{z i ) 2 = Vz^T Jl + 



(10.9.26) 



Se consegui'sscmos realizar fisicamente uma impedancia desse valor para todas as fre- 
q'iencias co, bastaria emprcga-la para terminar um numero finito de secoes do filtro para 
que ele se comportasse como se fosse semi-infinito. Na pratica, isto cm gcral so pode ser 
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fcito de forma aproximada, em alguns dommios da frequencia, conforme sera discutido 
nos exemplos a seguir. 

Quando a impedancia terminal se afasta de Z r , e gerada uma onda refletida, que 
se propaga em sentido oposto. 

Exemplos 

(a) Fillro transmissor de baixas freqiiencias 



L 

— W- 



L 



L 



Obt£m-se ilerando os clcmentos da fig. 
10.30 (fig. 10.34) 
Temos cniao 



C ±z C± 



Figura 10.34 Filtro transmissor de baixas freqiiencias 
ou ainda, 




Z, 1 . 
-rk-= --(o 2 LC 
4Z 2 4 

Z,Z 2 -L/C 



(10.9.27) 



' = --T < 0 



4Z 2 cog 



onde 



(10.9.28) 



Assim, a regiao de passagem (propagasao) corresponde a 

CO 2 



~3 >_1 1 0^co<(Qj 



(10.9.29) 



justificando o nomc do filtro (passu as baixas freqiiencias e bloqueia as altas, acima de 
Wo); (0 0 chama-se a freqiiencia de cone (c o dobro da frequencia rcssonante do circuito 
L-Q. 

Na regiao de passagem, o numero de onda (i 6 dado por 



to 



cos(i = 1-2^- 



(10.9.30) 



de modo que P varia de 0 a 7r quando CO varia de 0 a coo . 

Na regiao de atenuacao ( co > co 0 ) , a constante de alcnuaciio a € dada por 



-cha = l-2^- 



cha=2^-l 
"6 
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A impedancia iterativa e 




(10.9.32) 



Na banda de passagem, Z T 6 real e pode ser aproximado por uma resistencia 



(10.9.33) 



para to « to 0 . Ja na banda de atcnuacao Z r teria de comportar-se como uma reatancia 
(imaginario puro), com a dependencia da frcqiiencia dada pela expressao acima. 




CO C0 o CO 

Figura 10.35 Graficos de p. a e ReZr 



W 0 CO 



Os graficos (fig. 10.35) dao os comportamentos de p, a c da parte real de Z r em funcao 
de co para esse filtro. 

(b) Filtro transmissor de alias freqiiincias 

O elemcnto basico 6 o da fig. 10.31. A discussao e analoga a do caso (a), e serd deixada 
como exerci'cio. 

(c) Filtro transmissor de banda 



L C C L 



— r-W-l 



c ±z c ±i c ±z 



Urn dos exemplos mais simples desse 
tipo de filtro cstd ilustrado na fig. 10.36. 
Ncsse caso, lemos 



Figura 10.36 Filtro transmissor de banda 



CircuiIOS 



Z. = ifflL ~ = 1(0 1 

1 <uC 



1 



0) 2 LC 



Z, = - 



=- = /coC 



(10.9.34) 



o que da 



1 



:=- = Gi'LC 



4Z 7 



(!) 



2 Z,C 4 V ' 



(10.9.35) 



que 6 > 0 para o = 0 [caso (i) de atenuac;ao] e -> -oo para co -» °° [caso (ii) de 
atenuacao]. Assim, 



-^r- < 0 para <o >(0. = , 
4Z 2 



e passa pelo valor -1 para 



U\-a 2 Lc) = -\ 



(S?LC = 4 + 1=5 



V5 



(10.9.36) 



(10.9.37) 



A banda de passagem 6 portanto, ncssc caso, 




(10.9.38) 



e freqtiencias fora desta banda sao atenuadas. 



CO, 



CO, CO, 



CO 



O andamento dc pea neste caso esti 
ilustradonafig. 10.37. Note que a defa- 
sagem permanece = 71 acima de (1)2 
[caso (ii)]. 



Figura 10.37 Comportamento de p e a 
para 0 filtro transmissor de banda 



Aplieagoes 

Os primeiros filtros eletricos foram construfdos por Campbell em 1906. 

Os filtros tern uma variedade de apli- 
eagoes praticas. Assim, por exemplo, 
um gerador DC rotativo poderia gerar 
um sinal como 0 da fig. 10.38, que tern 




Figura 10.38 Sinal de componente DC 
igual a Vo 
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um valor me"dio V 0 > 0 constante (DC), mas contem oscilacoes de freqiiencia associadas 
a rotacao do gerador. Usando um filtro transmissor de baixa freqiiencia, podemos alenuar 
bastante estas oscilacoes e "filtrar" um sinal bem mais proximo da constante Vo . 

Num aparclho dc som de alta fidelidade, o rui'do devido a rotacao do motor de 
um toca-discos, de baixa freqiiencia, pcrturba o sinal proveniente da gravacao; ele pode 
ser eliminado (atenuado) por um filtro transmissor de alta freqiiencia. 

Num cabo telefonico, pode-se usar um filtro transmissor de banda para sclecionar 
somente um dos canais usados para transmissao da voz. 

Finalmente, um filtro 6 uma estrutura periodica, e fornece uma excelente 
ilustracao do resultado citado na Sec. 6.6 sobre a propagacao de ondas em estruturas 
periddicas: a existencia de bandas permitidas de freqiiencia, em que a transmissao de 
ondas e possi'vel, separadas por bandas proibidas, em que as ondas nao sc propagam 
(ha atcnuafao). 

As bandas de energia dos cletrons nos cristais resultam de um efeito an^logo, 
relacionado com a propagacjio das ondas associadas aos elctrons na teoria quantica, atra- 
ves da estrutura periodica da rede cristalina. Serao discutidas no Vol. 4 deste curso. 



PROBLEMAS 




I. No circuito da figura, Ri = 20Q e 
R2 = 60 Q . Para que valor dc R a potcncia 
dissipada em R e afetada o mini mo possi'vel 
por pcqucnas variables de R? 



2. No circuito da figura, a chave 6 
ligada para / = 0, com o capacitor descarrega- 
do. Dcmonstre que, ap6s um tempo muito 
longo, metade da energia fomccida pela bate- 
ria estara armazenada no capaciior, e a outra 
metade tcra sido dissipada na resistencia. 



Circuitos 



v 



R =X c 



3. No circuito da figura, a chave e ligada para 
/ = 0, com o capacitor descarregado. Calculc 
a voltagcm V(/) atraves do capacitor apos urn 
tempo /. 



4. Dcmonstrc que o circuito da figu- 
ra tern duas freqiiencias possi'veis de oscilacao 
livre, c calcule os valorcs dessas freqiiencias. 




R 



7 



5. No circuito RLC em paralclo (figura) 
(a) Calculc a freqiiencia angular o>, das os 
cilacocs livres e a consiaiile cle amorieci 
memo y. (b) Para R = 10k Q, C = 1 uF, 
L = 10 niH, qual € o valor dc uV.' Depois 
ilc quantos peribdos a cucrgia elelroniagnclica 
sc reduz a nietadc doseu valor inicial? 



6. Calculc a impedancia do circuito 
da figura entre os pontos 1 e 2 a freqiiencia 
(0 c mostre que, se as constantes dc tempo 
tccit forem iguais, a impedancia sera inde- 
pendente da freqiiencia. 



L R 



II W\MT 

C R 
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7. Calcule a frcquencia angular dc oscilacao 
livre do circuiio da figura, onde Z.12 6 a indu- 
tancia miitua entre as bobinas. 



8, No circuiio da figura, 5 = So cos ( to 1 ) . 
Calcule a frcquencia angular de ressonancia, defi- 
nida como 0 valor de CO para o qual a rcatancia 
do circuiio se anula. 



6 © C 




9. No circuiio da figura, fecha-se a chave em 
1 = 0, com & = & 0 sen ( to I + - ) . (a) Ache 
a corrcnic /(f), incluindo o tcrmo transiente e 
a solucao estacionaria. (b) Para que valor de 
to 0 transiente desaparece? 



10. No circuito RLC em sdric (figura), com 
6 = 60 cos ( to / ) , ache para que valor de to 
a amplitude da voltagcm sera" maxima: (a) 
atraves do capacitor; (b) atraves da btibina. 



R 
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Circuitos 



R 

_/WW 



11. No circuito da fig. ao lado, a chave 6 li- 
gada em / = 0, com o capacitor descarregado. 
(a) Ache a corrente / cm funcao do tempo. 
^ (b) Ache a energia armazenada em C, apos 

um tempo muito longo. 

(c) Ache a encrgia total fomecida pela batcria, 
durante esse tempo. 

(d) Obtcnha a energia total dissipada no resis- 
tor durante esse tempo. Mostrc que a metade da encrgia fomecida estara armazenada no capacitor 
e a outra metade dela tera sido dissipada no resistor. 




12. Uma espira circular de raio a, auto-indutancia L c resistencia R gira cm torno do cixo 
z (fig. acima), com velocidade angular consiante to, num campo magnctico uniforme B. 

(a) Calcule a fern Sea corrente / induzida na espira, cm regime estacionario (apos um tempo 
longo). 

(b) Calcule o vctor momento dc dipolo magnctico m correspondente. 

(c) Obtenha o torque (vetor) z correspondente sobrc a espira. 



13. Um fio mctalico isolado, de resistividade p c sccao transversal de area S, 6 enrolado 
num cilindro de madeira dc raio a e comprimento /, ficando com A' espiras bem juntas umas das 
outras. As cxtremidades do fio estao ligadas a um gerador dc corrente alternada de freqiiencia 
angular co. Calcule: 

(a) A resistencia R do fio. 

(b) A auto-indutancia L do fio. 

(c) A diferenca de fase entrc a corrente / e a voltagem V atraves do fio. 



1 1 

MATERIAIS 
MAGNETICOS 

No capi'lulo 5, disculimos o que aconlcce com o campo elctrico no interior de 
um meio material: vimos que urn meio dieletrico fica polarizado c que as cargas de 
polarizacao (volumetricas e superficiais) contribucm para E, reduzindo sua magnitude 
dentro do meio. 

No presente capi'tulo, vamos discutir o analogo dcsscs efeitos para rampos mag- 
neiicos no interior da materia. Embora haja analogias, ha tambem diferencas importantes, 
dcvido ao fato dc que nao existcm cargas magneticas: as fontes do campo magnetico sao 
correntcs. 

Entrctanto, ha uma dificuldade basica, scmclhante a que encontramos ao procurar 
um modclo microscopico para a condutividadc eletrica: uma dcscricao na escala atomica 
requcr a mecanica quantica. Aqui o problema e ainda mais grave: conforme veremos, sc 
valesse a ffsica classica, nao existiriam matcriais magneticos! 

Apesar disso, e util dcscnvolver o tratamcnto classico (da mesma forma que foi 
litil o modelo da Scq. 6.4 da condulividade), porquc serve como base para uma discussao 
da fcnomenologia dc materiais magndticos e ha analogias com a forma das rclacocs 
encontradas no tratamcnto quantico. 

1 1.1 Correntes de magnetizacao 

Ap6s a descolicrta dos et'eitos magneticos das correntes, foi sugerido por Ampere 
que a magnetizacao de mcios materiais (com os fmas permanentes) deveria originar-se 
dc correntes microscopicas, que foram denominadas correnies de Ampere; assim, lodos 
os fenomenos magneticos seriam gcrados por correnies. 

Dcixando para mais tarde discutir a origem dessas correntes na escala atomica. 
vamos admitir a sua existencia e ver como ela sc rcflete na escala macroscopica. 
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Consideremos, para fixar as ideias, uma 
barra cilmdrica uniformemenie imanlada 
na dirccao axial, que tomarcmos como 
cixo dos z. Segundo a imagem de Anipd- 
re, a magnetizacao resulla de corrcnlcs 
microscopicas, que podemos pcnsar como 
circulares e fluindo cm pianos perpendi- 
culares ao cixo z. A fig. 11.1 represcnta 
um cortc transversal do cilindro, suposto 
circular de raio a. A uniformidade da dis- 
tribuiciio das microcorrcnies (homoge- 
neidade), todas igualmenle oricntadas, faz 
com que os efeitOS de elcmcnlos adjacen- 
tes, em pontos internos, se cancelem dois a dois (^){^) '• ° nux< > atraves dc elemen- 
tos de superfi'cic internos e = 0. 

Entretanto, isto nao vale na superfi'cie do cilindro, pois nao ha elementos adja- 
centcs externamentc. O efeito resultante equivale portanto ao de uma corrente superficial, 
confinada a superfi'cie do cilindro (em linha interrompida na fig. 11.1). 




Figura 11.1 Correntes de Ampere 

num material magnetico 




Figura 11.2 Corrente superficial 
no cilindro 



Seja J,„ a densidade de corrente su- 
perficial correspondentc, definida de 
tal forma que \J m \dz=di6a intcn- 
sidade dc corrente no anel de altura 
dz (I J m I = di/dz e a intensidade dc 
corrente por unidade de comprimcnto, 
mcdida cm A/m). A direcao dc J,„ 6 tan- 
gente ao cilindro c, com a orientacjio da 
fig. 11.2. 



J H1 = U/^)<p 



(11.1.1) 



Conforme vimos no Cap. 8, a espira anular de altura dz pcrcorrida por uma corrente dc 
intensidade di tern um momcnto de dipolo magnetico 



dm = (di) S = [di) n o 2 i 



(11.1.2) 



ondc Sea area oricntada correspondente. Logo, 



\dm\ = \j m \(na 2 )dz = \j m \dv 
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(11.1.3) 



onde dv 6 o volume do cilindro de altura dz. 

A magnetizagao M e, por definicao, o momenta de dipolo magnetico por unidade 
de volume: 



Ms — 
dv 



Cotno (p = z x p , resulta enlao 



J. = Mxp = M x n 



(11.1.4) 



(11.1.5) 



onde n e a normal externa a superficie do cilindro. Dizemos que J m 6 a densidade de 
corrente superficial de magnetizacdo, e estc resultado e o analogo da (5.6.7), 

o p = P n 

para a densidade de carga de polarizacao superficial nas faces de urn dieldtrico homoge- 
ncamente polarizado coin polarizacao P (Cap. 5). 

Da mesma forma que uma polarizacao inomogenca leva a existcncia de uma 
densidade volumetrica de carga de polarizacao, uma magnetizacdo inomogenea 
M = M ( v, v, z ) tambem corresponde a uma densidade volumetrica de corrente de mag- 
netizacdo j,„. 

Com efcilo, imagincmos que o material magnetizado estcja (menialmente) sub- 
dividido cm blocos dc volume AxAyAz, suficicntemenic pequcno para que a magne- 
tizacao possa scr considerada como homogenea dentro dc cada bloco, mas varie entre 
blocos adjacenlcs. 



M z (x,y,z) A M z (x,y+Ay,z) 



1 










- y 



A fig. 11.3 mostra entao que nao mais 
havera cancelamento das correntes super- 
ficiais de blocos adjacenlcs. Para a face 
adjaccnle J. ( O y ) , a corrente resultante 
na direcao x sera, pcla (1 1.1.5), 



Figura 11.3 Magnetizacao inomogenea: 
blocos adjacentes 



-•/,(-v.y, z) + J x {x.y + Ay, z) = -M : (x,y, z) + M.(x,y + Ay, z ) = +^Av 

dy 

= intensidade / (por unidade de comprimcnto na direcao z) 
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correspondent e a uma intensidade 



(11.1.6) 



atraves da face ( Ay Az ) . 
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M,(x.y,z) 
J.+ AJ, 



M,<x,y,z* Az) 

* y 



Outra contribuicao para J, vein da face 
contfgua superior perpendicular a 0z [as 
faces perpendiculares a Ox nao conlri- 
buem, porque s6 transportam corrente nas 
dirccocs .y e z]. A corrente resultante e 

J x (x,y, z) - / x (*,y. z + Az) = 

= M y (x, y, z) - M y (x, >•, z + Az) = 



Figura 11.4 Magnetizagao inomogenea: 
blocos superpostos 



dz 



•Az 



o que da uma contribuicao a intensidade da corrente que atravessa a face Ay Az de 

(11.1.7) 



3Af„ 



A 2 i = {AJ x )Ay = —^-AyAz 



A corrente total atraves de Ay Az e entiio 



A]/+ Ai' = 



Jy dz J 



Ay Az ■ j x AvAz 



(11.1.8) 



o que da" 




(11.1.9) 



Como 0* e uma direcao arbitraria, vcmos que a densidade de corrente volumetrica de 
magnetizagao c 

' j„, = rotM = VxM I (11.1.10) 
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rcsultado andlogo a p, = -div P [cf. (5.6.12)] para urn dieletrico com polarizacao ino- 
mogenea. As corrcntes j,„ lambem sao "ligadas" aos atomos. 

Para um bloco dc material homogeneamente magnclizado, resulta j m = 0 , mas 
a descontinuidade de M nas faces leva a (11.1.5) como caso particular: 

J„, = RotM = n l2 x (M 2 - M, ) = Mxn 

pois M 2 = 0 e Mj = M. 



Em particular, um cilindro longo com 
magnetizacao homogenca (barra iman- 
tada) equivale a uma distribuicao de 
corrente superficial obtida na (11.1.1) 
(fig- 11-5) 




di . 



(11.1.11) 



Figura 11.5 Cilindro homogeneamente 
magnetizado 

como num solenoide com espiras muito juntas. Vemos tambem que a unidade de mag- 
netiza^ao 6 A/m (amperes por metro). 

1 1.2 O campo H 

O campo magnetico B produzido pelas correntes de magnetizagcb se soma aquele 
devido as correntes j consideradas ate aqui, devidas ao transporte de ponadores de carga, 
que chamaremos de correntes livres (as correntes dc magnetizacao sao "ligadas", como 
as cargas de polarizacao). Logo, na presenca de magnetizacao, a lei dc Ampere fica 



rot B = u 0 (j + J m ) = u 0 j + Mo rotM 



o que podemos escrevcr (lei de Ampere para H) 
definindo um novo campo H poi 



.otH = j 



H = — - M 
Mo 



(11.2.1) 



(11.2.2) 



(11.2.3) 



236 Materials masneticos 

Esses rcsultados sao o analogo de [cf. (5.6.14)] 



divD = p 
D = 8o E + P 



(11.2.4) 



para dieletricos. Novamenie, 1 /|io 6 o andlogo dc Co . 

Vcmos tambem que a unidade de II <5 o ampere/metro, como a de M. As fontcs 
de II sao apenas as correntcs livres. Por outro lado, 



divH = -div M 



(11.2.5) 



de forma que as linhas de II nao sao fechadas, como as de B, sc M nao c homogeneo 
(ou se e" descontmuo, como ocorre na interface entrc urn meio magnctizado e o vacuo) 

Equagao constitutiva 

Em toda a discussao acima, nao procuramos relacionar M com o campo. Para 
meios dieletricos lineares, homogeneos e isotrtfpicos, ti'nhamos a relacao constitutiva 
(5.6.9), 



P = c 0 z E 



D = e 0 (l + x)E = Co k E = e E 



(11.2.6) 



(tc = constante dieletrica; e = permitividadc do dieletrico; x = susceptibiudade dieletrica). 

Analogamente, se tivermos um meio magnitico linear, homogeneo e isotrdpico, 
a magnetizacao M e proporcional ao campo B (ou, equivalentementc, II) no interior do 
meio: 



(11.2.7) 



onde %m Chama-Se susceptibilidade magnetka do meio. Dai resulta 



B = Ho(ll + M) = MoO+X,n)H*HH 



(11.2.8) 



onde 



H = Mo(' + Xm) ~ 



Km = ■ + X. 



(11.2.9) 



A constante material |i chama-se permeabiluhule magnetka do meio, e 
K„, = I +% m (o analogo da constante dieletrica) € a penneabilidacie magnetka relativa 
(numcro puro, sem dimensoes). Em particular, no vacuo, (l = Ho ; dai chamannos \io de 
penneabilidade magnetka do vacuo. 
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Unidades: 



rni N Wb , , N . . A 



Os materials magniticos lineares sao de dois tipos, diamagniticos 
(H < p 0 , %m < 0 ) c paramagneticos, ( [1 > Jlo , X», > 0 ) . Em ambos os casos, como 
vamos ver, I %„ I & « I: valores tipicos sao da ordcm de 10" 3 a 10 " s , ou seja, trata-se 
de efeitos muito pcquenos; a polarizacao de dieletricos 6 muito mais forte (comparativa- 
mcntc), do que a magnet izacao dcstcs materiais. Isso implica [l ~ (J 0 c B = Ho II • 

Efeitos fortes sao cncontrados apenas para materials ferromagniticas, mas estes 
sao ndo-lineares, o que equivale a dizcr que %,„ e |X variam com B. 

Vamos discutir primeiro urn modclo classico do diamagnetismo e paramagnctis- 
mo; vercmos depois por que ele nao 6 adequado. 

1 1.3 A razao giromagnetica 

As correntcs microscopicas postuladas por Ampere sao correntcs na escala ato- 
mica. Embora niio cxista urn "atomo classico", podcmos considerar urn modclo hfbrido, 
o iitomo de Bohr, onde se imaginava a existencia de orbitas dos eletrons em torno do 
nuclco, descritas classicamente, embora detcrminadas por "regras de quantizacao" (a teo- 
ria de Bohr foi precursora da mecanica quantica). 

Consideremos entao uma partfcula de car- 
ga q e massa M, descrevendo (fig. 11.6) 
uma orbita fechada em torno de um ponto 
O (niicleo), sob a acao de forgas centrals 
(forca coulombiana, no .Itomo de Bohr). 
Sctco periodo da orbita, a intensidade 
da corrente associada ao movimenlo da 
partfcula (carga por unidade de tempo 
que atravcssa cada ponto da 6rbita) 6 




Figura 11.6 Orbita de Bohr 



x 



e o momcnto de dipolo magnetico associado a orbita e 



m = /S = /- — <trxrfr 
2 J c 



(11.3.1) 



(11.3.2) 



onde a f , estcndida a orbita, e = 2S (na fig. 1 1.6, 1 /2 r x d r c a area orientada do 
triangulo hachurado). 
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Como d r = v d t (v = velocidade instantiinea da carga), 



in = f rx\di 
2t j c 



Mas, se M e a massa da partfcula (p = M\ - momento linear) 



rxv = ¥ rxp = ¥ 



(11.3.3) 



(11.3.4) 



ondc 1 6 o momento angular da carga em relacao ao centro, que se conserva, por tratar-se 
de urn movimcnto sob a acao de l'orcas cenlrais. Logo, a (1 1.3.3) flea (1 sendo constante) 



2M x^c 

Mas j> dt = x (periodo da orbita). Logo, finalmente, 



m = y 1 



onde 



Y = 



2M 



(11.3.5) 



(11.3.6) 



Vemos portanto que o momento de dipolo magne'tico (m) associado a "corrente 
de Ampere" produzida pela circulacao da carga q na dibit a e proportional a I, o mo- 
mento angular orbital da partfcula. A constante de proporcionalidade y chama-sc razao 
giromagnetica cldssica. Para urn eldtron, q = - e e M = m e (massa do eletron); logo, 



le =- 



2m „ 



(11.3.7) 



A mccanica quantica leva a uma relacao identica a esta entrc momcnlo de dipolo 
magnctico e momento angular orbital de um eletron. O sinal ( - ) implica que o momento 
magnetico e antiparalclo ao momento angular. Como I e ni sao aditivos, a mcsma relacao 
se aplica ao momento magnetico total M associado as orbitas dos difcrentcs elctrons do 
atomo: M = y e L, onde Leo momento angular orbital resultante do conjunto de elec- 
trons. Finalmente, somando sobrc todos os atomos, o rcsultado se estende a um corpo 
macroscopico. 

Isso permitiu uma verificacao experimental, detectando efeitos giromagneticos. 
Um deles, obscrvado por J. S. Barnett em 1914, e a magnetizacdo por rotacdo de uma 
barra cilmdrica de ferro, inicialmente nao-imantada. A experiencia inversa, realizada por 
A. Einstein e W. J. Haar, em 1915, consistiu em suspender um cilindro fino do material, 
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atravcs dc uma fibra de vidro, denlro de urn solenoide, imanta-lo (pela passagem de 
corrcnte atraves do solenoide) e observar a torcao da fibra provocada pela rotacao do 
cihndro. O efeito (como no caso de Barnctt) e muito pequeno. 

Einstein e de Haas conseguiram observa-lo usando uma tecnica baseada em res- 
sonancia entre as oscilacocs da magnetizacao, provocadas pela passagem de uma corrente 
alternada atraves do solenoide, e as oscilacocs mecanicas da fibra de suspensao A ex- 
pcctativa era enconlrar y=y e , demonstrando a existencia das correntes de Ampere e a 
sua ongcm nos movimentos orbitais dos elc.rons atomicos (a teoria de Bohr tinha sido 
fonnulada 2 anos antes). 

Empregando urn cilindro de ferro, Einstein e de Haas encontraram urn resultado 
consistent com o que esperavam, y = y e , mas nao tinham feito a cxperiencia com 
suficiente cuidado. Experiencias rcalizadas alguns r.nos mais tardc, e confirraadas com 
predsSo cada vez maior desde aquela <5poca, mostraram, para materiais ferromagnSticos 
(Fe, Ni, ...), lanto no efeito Bamett como no efeito Einstein-de Haas, que, com muito boa 
aproximacao, nestes materiais 



(1 1.3.3) 



ou scja, a razao giromagndtica 6 o dobro da ckissica. 

A expUca 9 ao desse resultado s6 veio com a descoberta do spin do elclron Q& 
mencionado no cap. 6). Alem do momcnto angular orbital cm rela ? ao ao nucleo a.6- 
mico, o cletron tern urn momcnto angular intrinseco, o spin, compared (.mbora esta 
.magcm seja impropria) ao de urn giroscdpio em rotacao em torno dc seu eixo. O spin 
tambcm gera urn momcnto magnetico, mas com razao giromagn&ica dupla da classica 
A magnet.zacao dc materiais ferromagndticos 6 devida q u ase exelusivamente ao spin 
dos elctrons (Sec. 11.7). 

O momcnto angular total .1 dos eletrons de urn atomo e a resultante de sens 
momcntos angularcs orbitais e de spin, e a razao giromagn&ica correspondcnte para o 
atomo como urn todo e da fonna 



m - gy, J = -g 



2^7 J (11 -3-9) 



* 



onde g e urn numcro positive da ordem da unidade, conhecido como fator g de Lande 
que pode ser calculado com o auxflio da teoria quantica do momento angular (para o spin 
de urn cletron isolado, g = 2). 

Em materiais diamagntticos, os amnios tern momento angular total = 0, de forma 
que nao possucm momcnto de dipolo magnetico pcrmanente (intrinseco): ele e induzido 
pelo campo magnetico cxterno. Materiais paramagneticos tern atomos com J ^ 0 
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portanlo dotados de momento magnetico intn'nseco, e o efeito principal do campo B 
extcrno e orientar esses dipolos. 



11.4 Diamagnetismo 




C q=-e 
Figura 11.7 Coordenadas no atomo 



Vejamos o que acontece com o movimcn- 
to dos eletrons num. atomo quando ele 6 
submelido a uni campo extcrno B. Para 
isso, vamos imaginar que o campo 6 liga- 
do graducdmente, durante urn ccrto intcr- 
valo de tempo, passando de 0 ao valor 
final B. Dentro das dimensoes atomicas, 
podemos considerar o campo como sendo 
unit'orme; tomaremos a direcao de B 
como eixo Oz , com origem O no ccntro 
do atomo (tig. 1 1 .7), com B = B ( / ) z . 



Pela lei de Faraday, a variacao com / do fluxo de B atraves do atomo induz urn 
campo clctrico E. Tomando urn caminho C circular de raio p com centra em O, passando 
pela posicao de um eletron, no piano (.vy) perpendicular a B, a lei de Faraday da 



(11.4.1) 



ondc <E 9 >66 valor medio da componente tangencial de E ao longo de C. Logo, 



\*V 2 dt 



(11.4.2) 



O torque corres|xindente sobre o eletron, em relacao aO,c 



(11.4.3) 



e, pela lei fundamental da dinamica de rotacoes, ele da a taxa media de variacao temporal 
do momento angular orbital /, deste eletron: 



dl. 



1 , dR 



d,/ = 2 ep ' d, 



(11.4.4) 



Integrando em relacao ao tempo de t = 0 (B = 0) ate o valor final do campo B, vemos 
que a variacao de momento angular associada a esse eletron e 
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h=jep 2 B (B = flz. p 2 = .v 2 +y 2 ) 



(11.4.5) 



e, como se trata dc momento angular orbital, a razao giromagnctica e" a classica, de fonna 
que o momento de dipolo magnetico associado e (o indice 1 refcre-se a contribuicao de 
1 cletron) 



(11.4.6) 



Para um dtomo com Z eletrons (Z = numcro atomico), devemos somar sobre todos eles, 
subsliluindo p 2 pelo seu valor medio. Bspcramos que o atomo tenha simctria esl'erica na 
ausencia de campo extemo, o que da 



(-v 2 ) = (r) = (r) = |(^) (r 2 =S+y> + e) 



(11.4.7) 



Logo, 



e vem 



2 Ze l I 2 \ 



in 



6m, 



(11.4.8) 



ondc meo momento de dipolo magnetico total do dtomo induzido pelo campo. Vcmos 
que in e anliparalelo a B, em confomiidade com a lei dc Lcnz. 

A magnetizagdo M (momento de dipolo magnetico por unidadc dc volume) se 
obtem multiplicando in pelo numero N de dtomos por unidade de volume: 



7 2 

M = Nm = -N=-(.- 1 )H 
6m r v ' 



(11.4.9) 



Como B = p 0 II para materials nao-ferromagneticos, conclui'mos que a susceptibilidade 
magnetica (11.2.7) dada por 



(11.4.10) 



onde o sinal negativo corresponde a lei de Lenz: a magnetizacao induzida se opoe ao 
campo B. A (11.4.10) e a formula de Langevin. 
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A susceptibilidade molar 6 referida a 1 mol da substantia (massa em g igual a 
massa atomica); neste caso, N6 o numero de Avogadro, = 6 x 10 23 . Como, para 1 mol, 

e 2 7 (l,6xl0- 19 f 0 , 

^"0 7 — - 6 x 10 23 x 4n x 1CT 7 x- ^- « 3,5 x 10 9 / m 2 

K 6x9,lxl0~ 31 

e a ordcm dc grandeza tfpica da susceptibilidade diamagnetica molar c - 10"" Z/mol , 
conclufmos que < /- 2 > e da ordem de 10" 21 m 2 , o que concorda com a ordem de grandeza 
das dimensoes atomicas ( < 10~ 10 m ) . 

Uma das substfmcias mais fortcmente diamagneticas e o bisinuto, para o qual 
Xm - - 1,7 x 10" 4 ; outros exemplos sao Hg, Ag, Pb, H 2 e H 2 0 . 

Devido ao sinal negativo de % m (M antiparalelo a B), em confronto com a sus- 
ceptibilidade dieletrica % (que 6 > 0), o coniportamcnto dc uma amostra diamagndtica 
num campo magnctico inomogeneo 6 o oposto do dc urn dicldtrico num campo E inomo- 
genco. O dieltirico, como vimos no Cap. 4, 6 atraklo para as regiocs em que I El 6 mais 
intenso. 



N 




Figura 11.8 Campo B inomogeneo 
</- 2 > = 0cx« = 0 (cf. Sec. 11.6). 



Urn material diamagntiico, colocado num 
campo B inomogeneo, como o da fig. 
]].S, 6 (fracamcntc) repelklo pela regiao 
onde I B I (5 mais intenso (p6lo pontiagudo 
do ima). 

A tcoria quanlica leva a urn resultado for- 
malmente identico a formula dc Langcvin 
para pcrmitindo ao mcsmo tempo 
calcular < r 2 > . Classicamcntc, porcm, 
nao existe uma explica?ao para a cstabi- 
lidaclc do dtomo: os eletrons colapsariam 
para dentro do nilcleo, levando a 



11.5 Paramagnetism© 

Consideremos agora uma substantia paramagnitica, cujos alomos ou moleculas 
tern urn momcnto de dipolo magnctico intn'nseco (permanente) I m 0 I . Na ausencia de um 
campo magnctico extcrno, os dipolos m 0 cstao orientados em direcoes distribufdas ao 
acaso, e a magnctiza?ao resultante (valor medio) e = 0. 

Um campo B externo tende a alinhur os dipolos, levando a M * 0 . Note que 
sao energeiicamcnte favorecidos dipolos paralelos (nao antiparalclos) a B, de forma que 
Xm sera > 0 para materials parcmagneticos. 
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A tendencia ao alinhamento encontra oposicao na agitacao tennica; assim, a 
susceptibilidade paramagnetica dcvc depender da temperatura T, diminuindo quando T 
aumcnla. Para calcular x<* , precisamos usar a mecanica estatislica. 

Vimos (Fi'sica Bdsica 2, Set;. 12.2) que a probabilidade de encontrar uma partf- 
cula (dtomo, moldcula) com cncrgia potencial U num campo dc forcas, a temperatura T, 
6 proporcional nofcitor de Boltzmann. 




(11.5.1) 



onde k = 1,38 x 10"" J / K e a constante de Baltzincmn. 




Para um dipolo magnetico mo num cam- 
po extemo B, a encrgia potencial 6, como 
vimos. 



U = -m 0 • B = -m 0 B cos 8 



(11.5.2) 



Figura 11.9 Dipolo magnetico permanente 
no campo B 



onde 8 (fig. 1 1.9) 6 o angulo cntrc m 0 e 
B. Logo, 



5 = exp 



kT 



cos 8 



(11.5.3) 



O numero de particulas, por unidadc dc volume, em que a direcao de m 0 cai dentro de um 
angulo solido </£2 , com dQ = sen8 dQ </(p em coordcnadas csfcricas [cf. (3.4.11)], 6 



(IN = A 3 dQ = A expl^?coselscn8t/8J(p 



(11.5.4) 



onde A e uma constante, tal que j d N = N e o numero total de parti'culas por unidade 
de volume, ou seja, 



[2 k Ck 
A) d<p Jscn8</8 = N 
J 0 J 0 



(11.5.5) 



Para campos B e temperaturas T usuais, a energia magnetica de alinhamento e muito 
menor que a energia termica: 



kT 



« 1 
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e 



'j = cxp 



2L-C0SG .l + ^rco S e 



(11.5.6) 



Mas 



cos 9 sen 0 dO = — — cos (20) 
0 4 



= 0 



(11.5.7) 



de forma que a (1 1.5.5) da\ com 



I" 



sen 0 </9 = -cos9 



= 2, 



o 



4n A « N 



(11.5.8) 



ou seja, 



sen 6 </G c/(p 



(11.5.9) 



o que da a fracao d N/N dos atomos com m 0 dentro dc d£l 

Para calcular a contribuicao desses atomos a magnetizac5o M, basta considerar 
a componente na direcao de B, mo cos 8 , pois as componentes perpendicularcs a B se 
cancelam (por simetria, M e paralelo a B). Logo, 



M = /(,«„ casQ) dN = 



cosO 



cos9 sen 0</0 



(1 1.5.10) 



A integral do primeiro tcrmo se anula, pela (11.5.7). Assim, 



1 NimnfB f" , 

J cos 2 9scne</e 



M ^2 kT 



(11.5.11) 



Com a mudanca de variavel cos 0 = x , vem 



1 1 .6 Criticd do tratamento clissico 
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cos 2 0scn Odd = 

'o 



2 
3 



-i 



de niodo que, finalmcnle, 



M = N 



3A.T 



(11.5.12) 



o que da, com B = u. 0 // (Sec. 11.2), 



Xm = Wo 




(11.5.13) 



3kT T 



que d > 0 e obedece a lei de Curie (descoberla por Pierre Curie em 1895): a susceptibi- 
lidade paramagnetica e invcrsamcnte proporcional a temperatura absoluta T, conformc 
espcrado. A constante C chama-se constante de Curie, e a partir dessa relacao podemos 
estimar, comparando com a experiencia, o valor dc mo (cujo calculo tc6rico rcquer a 
mccanica quSntica). Em contrastc, a susceptibilidade diamagnelica nao depende de T. 

Valores tfpicos dc m 0 sao - 10"" (Sec. 11.7), o que da\ a temperatura ambiente, 
valores tfpicos dc %,„ < 10" 3 . Embora nestas substancias lambem exista sempre urn efeito 
diamagndtico, vemos que clc podc ser desprczado cm conlronto com a susceptibilidade pa- 
ramagnetica, que e bem maior. Sao exemplos dc materiais paramagncticos: Al , 0 2 . 

Urn material paramagniStico 6 fracamenie atraido para a regiao ondc I B I 6 mais 
intenso, num campo inomogeneo (como urn dieletrico com IE! inomogeneo). 

importante notar que os resuliados acima foram obtidos para wiofl « k T, o 
que deixa de valcr para tcmpcraluras suficientemente baixas. Neste caso, porfim, os ef'eitos 
quSnticos dominam, O paramagnetismo 6 empregado, inclusive, para atingir temperaturas 
ultra-baixas, pelo mctodo da "desmagnctizaciio adialialica". 

1 1.6 Critica do tratamento classico 

Vamos vcr agora que os resuliados precedentcs nao sao realmente aplicaveis: urn 
tratamento classico cuidadoso leva a total ausineia de magneiiz/xgao num material em 
equilibria termico. Tsso foi mostrado pcla primeira vez em duas teses de doutorado de 
1911: a dc Niels Bohr e a da ffsica holandcsa J. H. van Leeuwen. 

Consideremos urn sistema em rcpouso dentro de uma caixa, em equilfbrio termo- 
dinamico a temperatura T. De acordo com a mecanica estatfstica classica, a probabilidade 
de encontrar o sistema num estado dc encrgia E (que temos dc usar para calcular o valor 
medio da magnetizagao, como foi fcito acima) e proporcional ao fator de Boltzmann 
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Para calcular M, temos de saber como esia probabilidade € afetada pela presenca 
de um campo magnetico externo B, comparando o sistema com campo com o sistema na 
ausencia de campo. 

O sistema c formado, ao m'vel atomico, de partfculas carrcgadas (eletrons e pr6- 
tons), que interagem com o campo magnetico. A forca exercida pelo campo sobrc uma 
partfcula de carga q e velocidade v 6 a forca de Lorentz q y x B . Mas sabemos que essa 
forca nao realizja trabalho, porque 6 perpendicular a v. Logo, ela nao altera a energia E da 
partfcula: a distribuicao de probabilidades dos varios estados de movimcnto d a mcsma na 
caixa com B *■ 0 e com B = 0, quando em equilibrio termodinamico a tcmpcratura T. Isso 
implica que nao pode haver magnetizacao induzida pelo campo magnenco: M = 0 e 



O que esta crrado nos raciocmios acima, que levaram a %„, * 0 ? Em ambos os 
casos, admitimos a existencia de modelos atomicos estaveis, num deles com < r > * 0 
e no outro com nio * 0 . Ambas as hipdteses nao sao validas classicamcntc: a cstabilidadc 
do atomo e da materia decorrem de efeitos quanticos. 

Por outro lado, admitindo essa estabilidade (como fizemos), obtem-se resultados que 
prcservam algum grau de validade na teoria quantica. Dai' a utilidade do tratamento acima. 

11.7 Ferromagnetismo 

Aldm da substancia fcrromagnetica mais importante, o Fe, ha outros elementos 
fcrromagneticos, como Ni e Co, bem como ligas deles com Fe. 

Num material fcrromagnetico, I M I c varias ordens de grandeza maior do que em 
materials paramagndticos ou diamagndticos, e a relacao entre M e H e ndo-linear. Gra- 
ficamente, pode ser reprcsentada por uma curva de magnetizacao. A natureza dessa curva 
depende nao so do material, mas do tratamento a que este material foi submetido, ou scja, 
da historia anterior. 

M ^ 



= 0. 




H 



Considcrcmos primciro um mate- 
rial como o feiro doce, em geral prepara- 
do por aquecimento atd uma tcmpcratura 
elevada, scguido de resfriamcnto lento 
(processo de recozimcnto). Se submeter- 
mos uma amostra, inicialmente desmag- 
netizada, a um campo II crescente, a cur- 
va de magnetizacao tera tipicamente o 
aspecto indicado na fig. 11.10, onde va- 
lores negativos de H corrcspondem a in- 
versao do sentido de H. 



Figura 11.10 Curva de magnetizagao 
de um material ferromagnetico 
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0 cocficiente angular inicial dM/dH , que define uma "susccpubilidade inicial" 
% m , e extremamcnie elevado, com valores da ordem de 10 3 a 10 3 , contrastando com os 
valores muito proximos de 1 encontrados em materials diamagneticos ou paramagneticos. 

Entretanto, a medida que H cresce, M vai crescendo mais lentamente, tendendo 
a atingir urn patamar apos o qual sc mantem praticamente constante, efeito conhecido por 
saturacao. Se continuarmos definindo \x como B/H (que passa a ser uma funcao de H), 
a pcrmeabilidade magnetica relativa u./p 0 atinge valores tipicos -10 4 e o campo B de 
saturacao chega a -10 4 Gauss (= IT = lWb/m 2 ). 

Devido a aplicacao de materials ferromagncticos como nucleo de transfonnadores 
(para aumentar o fluxo de inducao), interessa-nos seguir o comportamcnto de M quando 
H 6 um campo oscilante, invertendo-se periodicamente (corrcntc alternada). 

M Para urn material magncticamente "duro", 

como o ago temperado, produzido por 
aquccimento scguido de rcsfriamcnto 
brusco, o comportamento ti'pico csta" ilus- 
trado na fig. 11.11. Se comccarmos com 
1^ o material desmagnetizado, ele segue ini- 
cialmente uma curva de magnetizacao 
como O —> A , do tipo da ja" discutida. 

Entretanto, se diminuirmos H a 
partir de A, M n3o volta pclo mesmo ca- 
minhoA -> O : decresce mais lentamcn- 
Figura 11.11 Ciclo de histerese tc, segundo a curva A -» C. No ponto 

C, em que // = 0, M 6 *■ 0 : o material 
permanecc imantado na ausencia de campo magnetizantc externo. O valor de M no ponto 
C chama-se ma^nelizogdo residual, e o fenomeno c conhecido como remanencia. 

Invertendo o sentido de H e aumentando I // 1 , a magnetizacao segue o trajeto 
C —> D : c preciso atingir urn valor negativo de H suficientementc grande, associado ao 
ponto D, para que M volte a se anular. O valor de I H I no ponto D chama-se coercividade 
do material. 

Continuando com H < 0 e I H I crescente, I M I volta a rcgiao de saturacao no 
ponto E. Repetindo o ciclo cm sentido inverso a partir de E, a magnetizacao segue o 
caminho E F — > G da fig. 1 1.11 e daf volta para A, fechando o ciclo, que daf em 
diante vai sendo percorrido periodicamente para uma corrcntc alternada. 

O 1'ato de que a curva de magnetizacao nao e um'voca, dependendo da historia 
anterior, chama-se histerese (do grego "atraso"), e o ciclo fechado que acabamos de 
descrever chama-se ciclo de histerese. No caso do fcrro doce, tambcm ha urn ciclo de 
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histerese, mas a sua "largura" (distancia entre D e G na fig. 11.11) e muito menor, 
podendo aparentar uma curva uni'voca em forma de "S". 

Os resultados acima descritos para materials ferromagneticos valem somente para 
temperaturas T abaixo de uma tempcratura G caractenstica de cada material, chamada 
ponto de Curie: seu valor e de 1043K para o Fe; 1388K para Co e 627K para o Ni. Para 
T > 0, o material toma-se paramagnetico, e sua susceptibilidade magnetica % m , como 
funcao de T, obedece a lei ele Curie-Weiss [general izacao da lei de Curie (11.5.13)]: 



X. = 



7-0 



(T > 0) 



(11.7.1) 



ondc C 6 a constantc de Curie do material, quando paramagnetico [na realidade, para T 
i 0 (por valorcs superiores), verifica-se que 



I 



deve ser substituldo por 



T - 0 
I 



( T - 0 ? 

ondc y c am expoente crttico caracten'stico da substancia; para o Fe, tem-sc 
y = 1.331. 

Para cxplicar a dependencia em 1 /( T - 0 ) , Pierre Weiss propos em 1907 que 
o campo H efetivo que atua sobre cada dtomo devesse levar em conta a intera(,'3o com 
os momcntos de dipolo magnctico devidos aos outros atomos, suposta proporcional a M, 



\\ cf = 11 + IV M 



(11.7.2) 



ondc W scria uma constantc > 0; H cf c tambem chamado de "campo inlcrno" ou "campo 
molecular". 

Assim, ten'amos, aplicando a lei de Curie (11.5.13) (lembrando que, para 
T > 0 , o material e paramagnetico). 



(11.7.3) 



0 que da 



M = rr(H + VV M) 



Resolvendo em rela^ao a M, resulta 
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M I - 



CW 



-f- { 



M = 



(T - CW) 



H 



que 6 a lei de Curie- Weiss, com 



Q=CW 



(11.7.4) 



(11.7.5) 



Como 0 e C sao conhecidos, pelo ajusie a lei de Curie- Weiss, isto permiie obter 
o valor de IV e da contribuicao VVTV1 ao campo inierno. Os valores de u. 0 WM resultantes 
sao da ordem de lO'T = 10 7 G, lao intensos que nao poderiam ser explicados por 
nenhuma intera^ao magnelicu com dipolos de atomos proximos. 

Com el'eito, o valor ti'pico de um momcnto de dipolo magnctico alomico c obtido 
a partir da razao giromagnctica e do falo de que o momento angular 1. 1 1 do atomo 6 da 
ordem de ti . Logo, a ordem de grandeza de I ni I c a do magneton de Buhr 



eh 
2m, 



(11.7.6) 



Tcmos 



Logo, 



"'/( 



1,6 xlQ- |9 x 1,05 xlQ- 34 
2 x 9,1 x 10 -31 



A • nr 



m B =93xlO- 24 Am 



(11.7.7) 



O campo I IJ I devido a um dipolo magnetico da ordem de nij siluado a distancia inlera- 
(omica a (campo num atomo devido a um atomo vizinho) c da ordem de [cf. (8.3.15)] 





1.9 xlO- 31 


2ti a 3 


a 3 T 



(11.7.8) 



O valor ti'pico de *, para os materials ferromagn<5ticos e - 3 A = 3 x 10"'° m . 
Logo, B ~ 10"' T , que e - 10 4 vezes menor do que os valores encontrados para )io W M . 
Assinv, 'campo intcrno" nao esta associado a uma intera^ao magnctica. 

A natureza do campo intcrno so foi elucidada pela teoria quantica: sua explicacao 
foi proposta em 1927 por Heisenberg. Como vimos, os efeitos giromagneticos, como o 
efeito Einstein-de Haas, mostram que o ferromagnetismo se origina dos spins dos eletrons, 
pois dao uma razao giromagnetica muito proxima da do spin (g = 2). 
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Os spins desempcnham um papel muito importante na explicacao da ligacao 
quimica covalenle, como a ligacao entre dois atomos de II na molecula H2 • 

Cada atomo cont£m 1 eletron, e os dois 
eletrons funcionam [fig. 11.12(a)] como 
uma especic dc "cola" para ligar os dois 

(a) protons (niicleos do H ) na molecula, ten- 

dendo a ficar arnbos entre eles, e assim 
aproxima-los um do oulro, dcvido a atra- 
cao coulombiana eletron-pr6ton [ficando 
de lados opostos, como na fig. 11.12(b), 

(b) tcndcriam a scpara-los]. 

Figura 11.12 Ligacao covalente (a) 
por eletrons de spins opostos 

Entrelanto, devido ao princi'pio dc Pauli, para que dois eletrons scjam encontrados 
na mesma rcgiao (entre os niicleos), eles devem ter spins opostos (antiparalelos). Logo, 
embora a energia da ligacao covalente seja coulombiana (muito maior do que a mag- 
ndtica), ela se origina da correlacao entre as direcoes clos spins dos eletrons nos dois 
atomos dc H que formam a molecula: eles devem ser antiparalelos, dando spin resul- 
tante = 0. Como o momento angular orbital do eletron no atomo de II tambdm € = 0, 
o momento angular total da molecula de H : 6 = 0, o que explica ser ela diamagnetica. 

Vemos assim que existc uma forte tendencia para que os spins de eldtrons em 
ritomos vizinhos sc alinhem antiparalelamcnte entre si, e que a energia associada a esta 
forca e coulombiana, muito maior do que a magnetica, portanto capaz de explicar 0 
"campo inlcmo" elevado. 

O problcma c que isso levaria ao antiferromagnetismo. e nao ao fei romagnetismo, 
em que a tendencia dos spins vizinhos € a se alinharem paralelainente, e nao antiparale- 
lamcnte. Efctivamente existem substancias antifcrromagncticas, como o cromo, mas como 
explicar que a intcra?ao entre spins leve ao alinhamento paralelo? 

A explica?ao mais accita atualmente € que, al6m dos eletrons "magndticos" do 
material, que peilencem a uma camada atomica interna (incompletamente preenchida), e 
preciso levar em conta eletrons de condugao, associados a camada externa (Fe, Co e Ni 
sao condutorcs). Um eletron magnetico de um atomo, com uma dada orientacao do spin 
( t ), tende a alinhar o spin dc um eletron de conducao antiparalelamcnte ao seu (i). Est? 
eletron pode deslocar-sc livrcmente ate um atomo vizinho, interagindo com um eletron 
magnetico e por sua vez oricntando-o antiparalelamcnte ao seu proprio spin ( T ). Daf 
resulta uma intcracao efetiva entre os eletrons magncticos de dois atomos vizinhos, ten- 
dente a alinhd-los ( TT); os eletrons de conducao servem como intenncdiarios. 
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O alinhamento domina abaixo da tcmperatura de Curie 0: para T tcndendo a 0 
por valores superiorcs, a lei de Curie- Weiss daria % m — » «> , ou seja, bastaria um campo 
externo muito pequeno para alinhar os dipolos magneticos. Para T < 0 , tcrfamos alinha- 
mento completo (magnetizacao espontanea), corrcspondendo a saturacao, na ausencia de 
campo externo. Como explicar, entao, que se tenha ferro (para o qual 0 = 1.388 K) 
desmagnetizado a temperatura ambiente, e que se tenha de aplicar um campo B externo 
para magnctiza-lo? 

Os dominios de Weiss 

Uma amostra macroscopica de Fe e formada de numerosos microcrislais; a es- 
trutura cristalina e cubica, mas os eixos dos microcristais na amostra policristalina estiio 
orientados em direcoes distribui'das ao acaso. 

A anisotropici de um monocristal implica que existcm direcoes preferenciais de 
orientacao para M, as direcoes de fcicil magnetizacao. Pierre Weiss postulou em 1907 a 
cxistencia de dominios, em cada um dos quais (para T < 0 ) os spins (e momcntos m 
associados) cstao todos alinhados numa direcao de facil magnetizacao, saturando M. O 
tamanho tfpico de um desscs donu'nios de Weiss 6 ~ lO^cm 1 a 10~ 2 cm \ e um micro- 
cristal pode scr formado de vdrios dominios alinhados em diferentes direcoes de fdcil 
magnetizacao. 




(a) 




(c) 



(b) 



Por que razao todos os dominios 
nao se alinham numa mesma oricnta^ao, 
como na fig. 11.1 3(a)? Isso produziria um 
campo 1$ mais intenso fora do material 
(porumto requcrendo mais energia) do que 
em (b). onde ha 2 dominios em sentidos 
opostos. O campo B flea ainda mais confi- 
nado com a divisao (c) em 4 donu'nios ou 
(d) em 10, reduzindo a encrgia magneuca. 

Entretanto, 6 prcciso tamb£m pa- 
gar um pre90 cm energia, a medida que 
se aumenta o niimero de dominios na sub- 
divisao. Com efeito, na paredc que scpara 

dois dominios conl.'guos ( na fig. 

11.13), os spins apontam em direcoes di- 
ferentes (na realidade, a mudar.ca e gra- 
dual, ao longo de varias camadas atomi- 
cas), embora a interacao cntre eles favorefa o paralelelismo. Ha portanto um gasto de 
energia para formar uma tal parede de Block, proporcional a area da parede. Ja a redu?ao 




(d) 



Figura 11.13 Dominios de Weiss 
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da encrgia magnetica externa 6 proporcional ao volume do domi'nio. O numero e formato 
dos domi'nios em que o microcristal se divide depende da competicao entre cstes dois 
fatorcs e tambem das dire^oes de facil magnetizacao (efcito de niagnetostricao). 

Com base nesse model o, podemos cxplicar qualitativamcnte as caraclerfsticas das 
curvas de magnetizacao. Na amostra policristalina inicialmente desmagnctizada, os mi- 
crocristais e seus domi'nios estao oricntados ao acaso. Basta aplicar urn campo extemo B 
fraco para que as dirccocs de facil magnetizacao mais pr6ximas da dire^ao de B scjam 
favorecidas, levando a urn crescimento dos dommios nessas dirccScs, com urn correspon- 
dente deslocamento das paredes de Block (nao uma rota^ao, que cxigiria energia maior). 
Assim, a susccplibilidade inicial € grande, e a por?ao inicial da curva 6 reverslvel. 

Entretanlo, para valores maiores de B, comcijam a exerccr urn cfeito as imper- 
feicoes do material: dcfcitos cle varios lipos na cstrutura cristalina, tensoes intemas, im- 
purczas, etc. Esses defeitos funcionam como barreiras que impcdem o deslocamento das 
paredes de Bloch, precisando dc urn acrescimo finito AB do campo exlerno para serem 
transpostas, o que acontcce bruscamente e leva a urn cfeito irreversi'vcl, acompanhado de 
dissipacao de energia. A encrgia c dissipada em coircntes de Foucault, provocadas pelas 
variacoes bruscas de lluxo magnetico, e em ondas sonoras associadas as variacoes de tensoes 
mecanicas com o movimento das paredes. A magnetizacao cresce mais lentamente. 

Finalmenle, e atingido o patamar da curva, correspondentc a saturacao: variacoes 
grandes de B produzem variacoes pequenas dc M, representando a reorientagao gradual 
dos microcristais e dommios ainda nao alinhados com B. 

Quando voltamos a reduzir B, o mesmo cfeito de "atrito" das paredes de dommios 
com impcrfeicoes da rede impede que os domi'nios voltem a desorientar-se de todo, 
explicando a remanincia c o efcito hislerese. E prcciso aplicar um campo em sentido 
invcrso para eliminar a magnetizacao residual: esta coercividade e lanlo maior quanto 
mais "duro" o material, ou seja, quanto mais imperfeicdes elc tem, O resfriamcnto brusco 
dc uma amostra aquecida gera tensoes internets que aumentam a "dureza" magnetica, o 
que explica a dependencia do tratamento tdrmico dado ao material. 

Os dommios de Weiss podem scr visualizados com o auxflio dc uma t^cnica 
devida a F. Bitter (1932): espalha-se p6 dc limalha de Fe (por cxemplo), lito fino, sobre 
uma supcrffcie cuidadosamenle polida do cristal e observa-sc a supeif fcie ao microscopic 
As parti'culas do po aderem as paredes de Bloch, pois nelas cxistem campos magneticos 
inomogencos fortes que as atraem. Isso permile fotografar a estrutura c inclusive obscrvar 
os movimcntos das paredes quando o campo magnetico 6 aplicado. 

Tambem e possivcl evidenciar a natureza dcscontfnua (embora com saltos muito 
pcqucnos) do crescimento deMcom // na rcgiao intermediaria da curva de magnetizacao. 
Para isso, enrola-sc uma bobina em torno do material ferromagnctico, a fim e'e captar as 
pequenas variacoes de fluxo magnetico ass(x:iadas as variacoes bruscas A M : as variacoes 
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da corrente induzida correspondente sao amplificadas e Icvadas a urn alto-falantc, apare- 
cendo como um rui'do lipo crepitaciio (efeito Barkhawen). 

11.8 Circuitos magneticos 

Enlrc as aplica^oes importantes do ferromagnctismo, dcsiacam-sc o uso dc nu- 
cleos de matcriais ferromagneticos em bobinas e transformadorcs c a aplicagao a clctrof- 
mas e finis pcrmancntcs. 



* z 




Consideremos o problema ja tratado de 
uma bobina toroidal, mas dcsta vcz cnro- 
lada sobre um nilcleo ferromagnelico, e 
percorrida por uma corrente i (anel de 
Rowland, fig. 11.14). Como vimos, para 
H (dcniro ou fora do nuclco), as unicas 
fontes sao correnles livres, de modo que, 
para um circuilo C qualqucr, 



Figura 11.14 Anel de Rowland 



rot H = J 



i 



H dl = / 



(11.8.1) 



onde / e a intensidade de corrente (livre) total atraves de C. 

O circuito C da fig. 11.14 (ci'rculo mediano dc raio r, intcrno ao toroidc, com 
ccntro em O, centro do toroide) e atravessado pelas /V espiras do cnrolamcnto, c H, ao 
longo de C, e tangencial, H = H <p , o que dd 



2nr 



H = Ni { 



j.JSL.H-fl* 



(11.8.2) 



o mesmo valor, independentemcntc do material do niicleo. 

O valor correspondente de B 6 B = |i II , onde p. depende de II e da histdria 
anlcrior do material (curva de magnetizacao). Se S e a area da scc?ao circular do toroide, 
o lluxo de B atraves das N espiras (supondo o raio da scccao « r, dc forma que B quasc 
nao varic atraves da seccao) 6 



O = NBS = p 



N 2 S 



(11.8.3) 



onde / s 2 k r e o comprimcnto do circuito C (linha mediana do toro). 
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Como O = Li, onde L e" a auto-indutancia da bobina, vemos 



L 


_ JL 


u 


~ M„ 



(11.8.4) 



onde Lo & a auto-indutancia calculada anteriormente, para um nucleo nao-magnetico. 

Logo, um nucleo f'erromagnetico aumenta L por um fator igual a permeabilidade 
magnetica relativa K„ = Ji/|io > 1 , o que pcrmite rcduzir as dimensoes da bobina e a 
quantidade de fio necessaria (porlanto, tambem a perda ohmica). 

Se /' esld variando com o tempo, a laxa de variacao do fluxo correspondente 6 



dt dt 



(11.8.5) 



onde & 6 a f'orca eletromotriz induzida sobre loda a bobina. A taxa de fornecimento de 
energia (potencia) ncccssiiria para produzir essa variacao temporal de i c 



dU e. M „.dB Ni dB 
— = -(bi = NSi — = —Sl — 
dt dt I dt 



(11.8.6) 



onde / = 2 7t r 6 o comprimcnto medio do tor6idc (r = raio m^dio). Como Ni/l=H e 

SI = v 

6 o volume do tordidc, vcmos que 



dU = {H d B)\ 



(11.8.7) 



6 a varia?ao de energia correspondente. Assim, a variacao da densidade de energia u 6 
(como B c paralelo a II) 



du = H • d B 



(11.8.8) 



No vacuo, II = B/|i 0 e isto leva novamcnte a cxpressao ja encontiada para a densidade 
de energia magnetica: 



du m = —ttdli 



Mm = 



B 

2[i 0 



(11.8.9) 



Na prescn?a do material ferromagnetico, a expressao (11.8.8) tern uma interpre- 
ta9ao geometrica em termos da curva de magnctiza5ao B = B(1I) [como 
II = B /|i<> - M , e outra forma de representar M = M ( H ) ] . 
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Vemos na fig. 11.15 que HdB rcpresenta 
a area hachurada (scmpre positiva, por- 
quc B e paralelo a II). Logo, 



// dB = area dentro do 
c ciclo de histeresc 



(11.8.10) 



Figura 11.15 Ciclo de histerese e energia 



representa a energia total fornecida ao 
sistema durante o ciclo, que e dissipada, 
como vimos, cm correntes de Foucault e 
ondas sonoras, convertendo-se em calor (vibracao tcrmica da rede cristalina). A area 
dentro do ciclo representa portanto a perda de histerese, que queremos minimi zar num 
transformador, por cxcmplo. Para isso, seu niicleo 6 de fcrro doce (reduzindo a area do 
ciclo) e laminado (reduzindo o efcito das correntes de Foucault). 

Voltemos agora a expressao (1 1. 8.3) do fluxo, notando que 



NI = 271/7/ 



= |ll dl = 



(11.8.11) 



onde duchama-sc a forga magnetomotriz associada ao circuito C. Note que 6 definida em 
termos de H, nao de 1J. 

O fluxo O = NQ>i , onde Oico fluxo de li atraves de uma espira, ou, o que 
6 equivalente, atraves da secciio re ta do solcnoide. Logo, a (1 1.8.3) dd 



O, = Jb dS= [ijdt { I 9H = 0t<D, 



onde 



Ni 



a = 



(11.8.12) 



chama-sc relutdncia magnetica do toroide ferromagnetico. 
A (11.8.12) e analoga a 



tb = Ri 



(lei de Ohm) 



onde R € a resistencia de um circuito de comprimento / e seccao transversal de area S, 
dada pela (6.3.6), 
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ondc c 6 a condulividade do material do circuito. 
Tcmos portanto as seguintes analogias: 



Circuito eletrico 


a 


i = 


J j dS 

c 


&=j E dl 

c 




j 


Circuito magnetico 






j B ■ dS 

c 


9H= j H d 1 

c 


SI 


B 



Embora essas analogias sejam muito uteis na analise dc circuitos contendo nia- 
tcriais magneticos, represcntam uma aproximagdo, cujas limitacoes devem ser levadas 
em conla. Num fio condutor, as dimensdes da sec^ao transversal sao muito menores que 
o comprimento do fio, o que nao € geralmcntc verdade para urn circuito magnetico. 
Assim, o calculo da relutancia de urn circuito de secciio variavel por 



St 



Jp5 



(11.8.14) 



nao 6 uma aproximacao tao boa quanto para circuitos eletricos. Alcm disto, flUOi nao 
representa uma taxa de dissipacao de energia (como 6t para urn circuito resistivo). 



EletroCma 
Suponhamos que se abra urn intersti'cio 
("cntreferro") de comprimento / 0 no tortfi- 
de do exemplo anterior. (Na fig. 11.16, 
nao foi desenhado o enrolamcnto, para 
simplified!"). Sc /i 6 o comprimento me- 
dio do anel cortado, teremos cntao 




Figura 11.16 Entreferro 



i 



p.5 UqS p 0 S 



(11.8.15) 



admitindo que 5 nao muda no entreferro, ou seja, ignorando o "alastramento" das linhas 
de forca de B no intersti'cio, iluslrado na fig. 11.16, o que requer ( la ) 2 < S . 
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Sc (por exemplo, num caso ti'pico) /i//o~50eK m ~5xl0 3 ,o termo / 1 /k„ 
c ~l% de l a e podc ser desprezado, levando a 



Mo* 



(11.8.16) 



de forma que a relutancia c quase toda devida ao entreferro («S como um circuito eldtrico 
com duas resistencias em sdrie, uma muito mcnor que a outra). 

Como o fluxo magnetico <I> , (analogo de /) 6 o mcsmo atravds de todo o circuito 
(div B = 0 6 o analogo de div j = 0 para correntes cstacionarias), a forca magnetomotriz 
i9H aparece quase toda atravds do entreferro, amplificando por um fator /, // 0 o campo 
que scria produzido pclo mesmo solendide na ausencia do niicleo ferromagndtico. 

Vemos a\6m disto que nao € prcciso en- 
rolar a bobina em torno de todo o toroide: 
basta que esteja enrolada nuraa porcao 
dele (fig. 11.17), porque neste caso a re- 
lutancia "vista" pela bobina 6 a de dois 
circuitos em paralelo, um de alta relutan- 
cia, atraves do ar (por fora do tor6idc) e 
outro de baixa relutancia atraves do ma- 
terial ferromagnetico, e quase todo o flu- 
xo passara pelo toroide. 




Figura 11.17 Eletroima 



Pela mesma razao, uma caixa fechada com paredes ferromagndticas protege o 
seu interior de cfeitos magneticos externos {blindagem magnetico), porque a baixa relu- 
tancia das paredes canaliza quase todo o fluxo para elas, livrando o interior de campos 
magneticos. 

tma permanente 

Neste caso, nao ha correntes livres (como as de conducao na bobina), de forma 



que 



rot 



11 = 0 { j>H dl = 0 = 



9H 



(11.8.17) 



ou scja, a forca magnetomotriz 6 = 0. 

Tomando para C o mcsmo circuito fechado anterior no tor6ide com entreferro, 

resulta 



//, /, + //„ 1 0 = 0 



(11.8.18) 
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ondc II i e o campo ao longo da linha mcdiana C, dcnlro do toroide, e H 0 o campo no 
entreferro. Logo, 



(11.8.19) 



mostrando que H ( (dentro) tern scntido oposto a H 0 (fora) nas interfaces do toroide, e 
I Hi I « I H 0 I numa situacao tfpica. 

Por outro lado, no entreferro, B 0 = Lt 0 H 0 tem a mesma oricntacao que H„ , normal 
as interfaces ao longo da linha mcdiana. Como Div B = n )2 • ( B 0 - B, ) = 0 (a com- 
ponente normal de B e" continua), B, tambem tern a orientacao de B 0 (eH„), sendo 
portanto anliparalelo a Hi . 




Assim, no ciclo de histerese 5, x //, , o 
ima permancnte opera num ponto como 
P (fig. 11.18), situado no 2.° quadrante. 
O campo H i , que atua em scntido oposto 
a B i , e* chamado por isso de campo cles- 
magnelizante. 



Figura 11.18 Ponto de operacao P 
para (ma permanente 



A fig. 1 1.19 compara as linhas de 
forca de B e de H num fma permancnte 
em forma de barra cilfndrica. As de B sao 
fecliadaj c d". m^smo sentido dentro e 
fora do fma. Ja as de F., embora seme- 
lhantes as de B na regiao externa, ende 
H = B/y.0, tern sentido contrano dentro 
do fma (campo desmagnetizante'. Ma 
portanto uma descontinuidade da com- 
ponente normal de H na interface, cor- 
respondendo a uma densidade superfi- 
cial de "cargas magneticas", associada a 




Linhas de H 



Figura 11.19 Linhas de B e de H 
num ima permanente ctlmdrico 
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dcscontinuidade na magnetizacao. Com efeito, como vimos na (11.2.5), 



div H = -div M 



(11.8.20) 



o que da\ com n l2 orientado de dentro (1) para fora (0) do fma (■ n, a normal externa), 



e com Mo = 0 , 



div H = n ■ (H 0 - H,) = -Div M = n • M, 



(11.8.21) 



o que Simula uma distribuicao superficial dc "cargas magneucas" como fonles de H, 
embora saibamos que lais cargas nao cxistem. 

^ Como Mi tern aproximadamenie a mesma orientacao nos dois p61os do una, e 
n tern scntidos opostos, as "cargas magn£ticas" tambem tern sinais contrarios, correspon- 
dendo ao "polo N" c "polo S" do fma permanente. 

Antigamente, considerava-se II como o campo magnetico fundamental, analogo 
dc E, e B = [i H como analogo a D = e E. Entretanto, vemos que as fontes de H sao 
"cargas magneticas", que nao tern existencia real (monopolos), ao passo que as fontes de 
B sao corrcntes. Sabemos hoje que B e o campo fundamental, o que reccbe nova confir- 
macao na relatividade restrita, onde B e E aparecem como aspectos diferentes do mesmo 
campo fundamental, o campo eletromagnetico. As definicoes de p. e fio basciam-se na 
analogia historica incorreta; dai a correspondencia eo <-> 1 /p 0 . 



PROBLEMAS 

1. A susceptibHidade molar do gas hclio 6 - 2,4 x 10" 11 . Ache a razao do raio qua- 
drSlico medio < r > - da 6rbita elctronica no iStomo de hclio ao raio de Bohr ao = 0,0529 nm, 
que 6 o raio da primcira orbita dc Bohr no atomo de hidrogenio (Cap. 2, Probl. 3). 

2. Vcrifica-se que a contribuicao maxima da magnetizafao do ferro a» valor dc B no 
material 6 da ordem de 2T. A massa atomica do ferro 6 55,8 e sua densidade 6 7,9 g/cm 3 . (a) Se 
cada cldtron contribui com I magneton de Bohr [cf. (1 1.7.7)], quantos eldtrons em cada atomo de 
ferro contribuem para a magnctizacao? (b) Se o ferro fosse paramagnenco, de que ordem de 
grandeza seria sua susccptibilidade a 300 K? Compare com ordens de grandeza tfpicas da suscep- 
tibilidade do ferro. 

. 3.^Dcmonstre que: (a) a encrgia armazenada no anel de Rowland (Sec. 11.8) 6 

2 &( *l ) ■ ondc ftda relutancia magnetica e <D, 6 o fluxo de B atraves da secfao rcta; (b) a 
auto-indutancia do anel 6 L = N 2 /&. 
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4. Um ancl dc Rowland de ferro tern 10 cm dc diametro medio e nele esta aberto urn 
entrcfcrro dc 1 mm de comprimcnto. Quando se faz passar uma corrcnlc de 1 A por uma bobina 
de 1000 espiras enrolada no ancl, o campo B no entreferro 6 dc 1 T. Dcsprczando o alastramcnto 
das linhas dc forca no entreferro, calcule: (a) a permeabilidade magn&ica rclativa do fcrro ncstas 
condicoes; (b) o campo // no interior do fcrro; (c) a razao do campo H no entreferro ao seu valor 
dentro do material. 

5. No problcma anterior, a area da seccSo rcta do anel e de 1 cm 2 . Calcule: (a) a energia 
armazcnada no interior do fcrro; (b) a energia armazenada no entreferro: (c) a aulo-indutancia do 
si sterna. 



6. No circuito magnetico da figura, 
a sec^ao rcta 6 constante, a permeabilidade 
magndtica do material cfica corrente na 
bobina dc A' espiras e /'. Calcule o campo 
li\ no braco central e o campo Bj nos dc- 
mais bracos. 



7. Mostre que, no interior de um fma permanente (Sec. 11.8), podemos introdtizir para o 
campo H um novo potencial escalar magndlico % tal que II = - V i;, onde ^ esta" relacionado com 
a magnctizacao M do meio por 

A£= divM ■ -p,„ 

e p,„ Simula uma densidade de 'carga magnctica'. Comparando com a equacao dc Poisson (4.6.6) 
da clctrostatica, resulta que |xidemos calcular II, sc M for conhecido, usando um analogo da lei 
dc Coulomb, cm que p,„ faz o papel dc p/fo. 

8. Coino aplicacao do problcma anterior, considcrc um fma permanente em forma de barra 
cih'ndrica de raio a c comprimcnto / » a. Ncssas condicoes, podemos admitir, como aproxima- 
cao, que a barra esta uniformcmcnte magnet izada, ou scja, que M dentro da barra e um vetor 
constante. Pcla (1 1.8.21). a dislribuicao de 'carga magnctica' cquivalenlc tern densidade superficial 
constante nas duas cxtrcmidades circularcs da barra ('none' e 'sul') e 6 mil a fora delas. Usando 
esse mdtodo, calcule B: (a) no centra da barra; (b) no centra da face 'none'. Verifique que o 
rcsultado (b) 6 aproximadamente a meladc do resultado (a). 
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AS EQUAgOES 
DE MAXWELL 



12.1 Recapitulacao 

Todos os fenomenos eletromagneticos descritos ate aqui decorrem de urn con- 
junto dc equacoes basicas para o campo eletromagnetico. Vimos que essas equacoes 
podem scr fomiuladas tanto em forma integral quanto em forma diferencial (ou local), 

usando dois rcsultados de analise vetorial 
deduzidos nos caps. 3 e 4: o teorema da 
divergincia (fig. 12.1) 




Figura 12.1 Teorema da divergencia 



divvJV 



(12.1.1) 



[S = superfi'cie fechada; V = volume inte- 
rior a S', n = vcrsor da normal externa] e 
o teorema do rotacional 




Figura 12.2 Teorema do rotacional 



| v • d/ = | rot v n 



dS 



(12.1.2) 



[C = curva orientada; 5 = qualquer super- 
fi'cie de contorno C; n = normal orientada 
a S]. 

Neste ultimo resultado, S e 
qualquer porquc, para uma superfi'cie 
fechada. 
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<f rot v • n dS = 0 



uma vez que vale a idcnlidade 



V • (V x v) = div (rot v) = 0 



(12.1.3) 



Em forma integral, as equacoes bdsicas vistas ate aqui, para compos eletromagne'ticos no 
vacuo, sao: 



E ii dS = — 
*0 



| B ■ n dS = 



(12.1.4) 



(12.1.5) 



I 



B • d* = Mo 'c 



(12.1.6) 



Na (12.1.4) (lei de Gauss), g6& carga total contida dentro de S. Embora obtida na eletrosiiitica. 
6 natural generalizd-la, admiiindo que o fluxo de E continua medindo a carga total para campos 
variaveis com o tempo. A (1 2. 1 .5) exprime a. 

Finalmente, vimos a lei da inducdo de Faraday. 



J c di Jc 



dS 



(12.1.7) 



Em forma difercncial, temos as equacoes corrcspondentcs: (a primeira 6 a equagOo de 
Poisson): 



div E = — 



(12.1.8) 



div B = 0 



(12.1.9) 



rot B = u 0 j 



(12.1.10) 



rotE = - 



Zt 



(12.1.11) 



as quais devemos acrescentar a expressao da forgo de Loreniz: 
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(12.1.12) 

ou da densidade de forca 

f = P E + jxB (12.1.13) 

Vimos tambem que. num dieletrico. com polarizacao (densidade de momento de 
dipolo ele.nco) P. dcvida ao deslocamento das cargas ligadas (aos atomos, sob a acao do 
campo. ha uma densidade de cargo de polarizasao p p dada por 

P* = - divP (12.1.14) 

e que o deslocamento destas cargas representa uma correnre de polan^ao, de densidade 
dada por 

rP 

|J" = -&I (12.1.15) 
satisfazendo a equacao de continuidade. 

divj (12.1.16) 

Como a carga de polariza V ao tambem produz um campo eletrico. a equacao de Poisson 
dentro de um dieletrico, fica 

divE = -^& ( (12.1.17) 

Co 

ou 

divje 0 E +Pj= £ „ divD= P | (12.1.18) 

onde D e o vetor deslocamento c p e a densidade dc carga livre. 

Todos esses resultados foram obtidos nos capitulos antcriores. 

12.2 Maxwell e a corrente de deslocamento 

James Clerk Maxwell nasceu na Escocia em 1831. Dc famflia abastada for- 
mou-se na Universidade de Cambridge, onde teve uma excelente formacao matemauca 

A leitura das "Pesquisas Experimentais sobre Eletricidade" de Faraday, onde os 
fenomenos eram descritos na linguagem das linhas de forca, mventada por Faraday im- 
press.onou-o fortemente. e ele procurou dar uma formulacao matematica as ideias de 
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Faraday desde o seu primeiro trabalho (1856). Ha um certo paralelismo entre a dupla 
Galileu-Newton e a dupla Faraday-Maxwell. 

Em seus trabalhos, Maxwell formulou os resullados em termos dos operadorcs 
vetoriais div e rot, que haviam sido empregados antcriormente por Stokes. 

Uma de suas observacoes foi que, da mesma fonna que as cargas de polarizacao 
num dieletrico produzem um campo eldtrico, a corrente de polarizagdo deve produzir um 
campo magnetico. 

Logo, a lei de Ampere, num mcio dieletrico, deve ser reformulada para: 



rot B = u 0 (j + Jp ) = u oJ + Mo 37 



(12.2.1) 



ou, sob a forma integral. 



<f » dl = poZ + noJ^J P A dS 



(12.2.2) 



ondc S 6 qualquer superfi'cic dc contorno C. 

Para vcr de que forma a corrente dc polarizacao podcria manifcsiar-sc, conside- 
remos o que acontece durante a carga ou dcscarga de um capacitor com um dieletrico 
entre as placas. 



A figura 12.3 representa a descarga de 
um capacitor e mostra uma curva fechada 
C que envolve o fio. A circulac,ao de II 
ao longo de C deve ser igual ao 2. mem- 
bra da equacao preccdcntc, qualquer que 
seja a superffcie 5 que se apoia sobre o 
contorno C. 

Se tomarmos 5 fora do capacitor, 
temos P = 0 (a 2. a integral se anula) e 
/ * 0. Que acontece se tomarmos, cm 
lugar de 5, a superfi'cic S ', que passa por 
dentro do dieletrico, entre as placas? Nes- 
te caso, nao ha corrente de condui^ao (su- 
pondo o dieletrico pcrfeitamcntc isolante), ou seja, 1 = 0, mas dV/dt * 0 , de forma 
que, a primeira vista, o resultado seria consistente: o segundo tcrmo do 2.° membra. 




Figura 12.3 Descarga de um capacitor 



Mo 



dS 



12.2 Maxwell e a coirente de deslocamento 
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seria equivalente a u 0 / : a corrcnte, enlre as placas, seria somente a corrente de polari- 
zacao. 

Mas consideremos agora o que acontcce se nao houver uma lamina dicletrica 
entre as placas, mas somente o vacuo. Neste caso, chegarfamos a uma contradigdo, pois 
P = 0 e o 2.° membro seria = 0, tomando a superfi'cie S ', embora scja ^0 ( = p> / ) 
quando se toma a superfi'cie 5! 

A contradicao tambcm aparece tomando a forma diferencial das equacoes, para 
o vacuo. Na ausencia de urn dielctrico (polarizacao), tcriamos apenas nessa regiao a lei 
dc Ampere 



rotB = u 0 j 



(12.2.3) 



e, tomando div de ambos os membros, 

0 = div rot B = u 0 div j => div j = 0 



Mas as cargas sobre as placas (cargas livres) estao variando com o tempo. Logo, 
deveriamos ter (conlradizendo este ultimo rcsultado) 



(12.2.4) 



para haver consistencia com a conscrva?ao de carga eldtrica. 
Por outro lado, pcla cquacao de Poisson, 



p = eodivE ] -^- = Eo^divE = div|e oir 



dt 



dt 



de modo que a cquacao de continuidade podc scr escrita 



(12.2.5) 



Logo, tcremos consistencia com a conscrvacao da carga se, em lugar da lei de 
Ampere, supusermos que, no vacuo. 



dE 

rotB = Po| j + e 0 j 



BE 

= Mo J + Uo Eo 37 



(12.2.6) 



e, na prcscnca de urn dieletrico com polarizacao P, 



rotB = Mo| J + Eo -g7 + g7 = Ho J + Ho ^( e o E + P J 



3/ 



(12.2.7) 
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onde o ultimo termo entre parentcses 6 o mesmo que aparece na equacao de Poisson para 
o dietetrico: 



div (eo E + P) = p div (rotB) = 0 = u 0 |div j + 



(12.2.8) 



O termo cm(3/3/)(e 0 E + P), introduzido por Maxwell, foi chamado por ele 
de corrente de deslocamento. Para a corrente de polarizacao, este e urn nome razodvel, 
pois tern como origem o deslocamento das cargas de polarizacao. Mas, na ausencia do 
dieletrico, tcriamos apenas a "corrente de deslocamento no vacuo", e 0 d E/d I , e cabe a 
pergunta: deslocamento do que? 

Historicamente, Maxwell introduziu esse termo em dois trabalhos publicados em 
1861-1862, onde construiu urn modelo mecanico para o campo eletromagnetico no vacuo, 
imaginando o vacuo - na epoca concebido como urn mcio hipotdlico que se chamava 
iter - como urn meio elastico. 

Os tubos de linhas de forca magncticas, introduzidos por Faraday, eram conce- 
bidos como cdlulas tubulares cheias de urn fluido em rotacao cm torno das linhas de forca 
magncticas. Para que tubos adjacentes pudessem girar no mesmo scntido, com rolamcnto 
puro (sem deslizamcnto). Maxwell imaginou que, entre as paredes dos tubos, cxistisscm 
(no vacuo), "rolamentos" esfericos, responsdveis pelas forcas eldtricas, cujos deslocamen- 
tos correspondcriam a correntes eletricas: daf o nome de "corrcntcs de deslocamento no 
vdcuo". Foi aplicando as leis da dinamica de meios continuos a esse "6ter celular" que 
Maxwell chegou as suas eqiu^oes. 

Em scu trabalho fundamental de 1864, "Uma Tcoria Dinamica do Campo Ele- 
tromagndtico". Maxwell descarta todo esse arcabouco mecanico, que Hie havia servido 
como modelo, e formula suas equacdes como as leis dindmicas do elt'troinagnetismo: 

"Tentei antcriormente descrevcr urn tipo particular de movimento e de tensdes 
mecanicas, combinados de tal forma que explicassem os fenomenos. Na presente mem6- 
ria, evito qualquer hipotesc desse genero... Entretanto, quando falo da energia do campo, 
6 literalmcntc com esse significado... A qucstao que se coloca e: onde se localiza essa 
energia? Em nossa teoria, ela reside no campo eletromagnetico..." 

O sistema das equacoes de Maxwell no vacuo e entao: 



3F 

(I) rotB = u 0 j + e 0 U 0 -^ 
(H)rotE = -^ 

(III) divE = -£- 

(IV) divB = 0 



(12.2.9) 



12.2 Maxwell e d coirente de deslocamento 

e e consistentc com a conservacao da carga eletrica: 
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(12.2.10) 



como sc ve tomando div da cquacao (T) c usando a (III). 

A principal hipotese nova introduzida por Maxwell, o ultimo tcrmo da (T), nao 
deve scr descrito como "corrente dc deslocamcnto no vacuo". 

Para vcrmos o que representa, consideremos uma regiao onde j = 0 e 

— * 0 
dl 

(como a regiao no vacuo enlre as placas do capacitor piano sendo descarregado). Neste 
caso, a (I) flea 



9E 

rotB = u 0 e 0 - 



(12.2.11) 



e vemos que e analoga a lei da inducao (II), com E ^ B e B - Eo E. A inter- 
pretacao ffsica e portanto: 

"Um campo eletrico (no vacuo) varidvel com o tempo produz um campo magne- 

tico". 

Este € um novo efeito flsico, que foi predito por Maxwell, correspondendo a uma 
especie de rcci'proco da lei dc Faraday ("um campo magnetico variavel com o tempo 
produz um campo cldtrico"). Como poden'amos observa-lo? 

Num fio em que passa corrente alternada, por excmplo, temos a coexistencia dos 
dois cfeitos, pois E = E( l) , e temos: 



j = ctE -> |j| = j = o|£| 



dE 



dl 



<o\E\ 





dt 


(Ofy 1 (0 




oE 


o ~ 4rcx9xl0 9 a 



(12.2.12) 



Para valores tfpicos de a, 5 10 7 ( ft • m )"' , e © « 377 Hz ( v = 60 ~ ) , o 2° membro 
6 ^ 10 , ou seja, o tcrmo novo produz cfeitos inteiramcnte desprezfveis par? corrcntes 
quase-estacionarias. 
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Este e um exemplo caracteristico: os efeitos novos decorrcntes do termo postu- 
lado por Maxwell sao praticamente inobservaveis em variacoes com o tempo com pcrio- 
dos da ordem de 10~ 2 ou 10 ~\ como as de correntes allemadas ti'picas. 

12.3 A equacao de ondas 

Consideremos as equacocs de Maxwell no vacuo, numa regiao ondc nao ha car- 
gas ncm correntes: 



Vamos procurar solu?oes tao simples quanto seja possi'vel, que s6 depen- 
dam de uma unica coordenada e do tempo. Escolhemos o eixo z na dire?ao dessa 
coordenada: 



(I) rotB = u„e fl — 




(12.3.1) 



(III) divE = 0 

(IV) divB = 0 



E = E{z,t); B = B(;,r) 



Para um vetor v que so depende de z e /, tcmos 



divv = Vv 




I 



div v 



(12.3.2) 



rot v = V x v = 



x y z 




5.r dy dz 




(12.3.3) 



de modo que as cqua96es de Maxwell ficam: 



12.3 A equa^do de ondas 
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3E V « 3£ v . 3£ 7 „ 
3/ 3/ 3 dt 



3z 7 3z ~ 3; 3/ 



OB) f = o 



(,v, ^.o 



3/ 



(12.3.4) 



As (I) e (III), (TI) c (IV) dao 





3£. 






3z 1 


= 3; 


3/ 



(12.3.5) 



de forma que E z e B z teriam dc ser constantes (campo eletrostatico uniforme e campo 
magnetico estalico uniforme). Nao estamos interessados em solucoes esttfticas, de modo 
que tomamos: 



E.=B,=0 



(12.3.6) 



As demais componentes dao dois sistemas independentes: 



3Z? V 




dz " 


-Mo £o 


BE X 


3/} v 


dz ~ 


3/ 



3/ 



{ 12.3.7) 



dli x 3t\, 

1 = eo-gf 



3z 



3^ 
3z 



= + 



3A 
3r 



(12.3.8) 



o primciro no par (E,,B y ) c o segundo no par ( B x ,E y ). O segundo s6 difere do 
primeiro pelas substituicocs 



270 



As equa^oes de Maxwel 



E x -+E y ; B y ->-B x 



(12.3.9) 



de forma que basta resolver o primeiro. 

No primeiro, tomando a derivada parcial da l. a equacao com respeito a z e da 
segunda com respeito a /, vein: 



a 2 /?, 
dz 2 --mo^o 



d 2 E r 



3^ 

dzdt 



d 2 B y 
dl 2 



d 2 B y 



d 2 B v 



= 0 



(12.3.10) 



e, tomando a derivada parcial da l. a em rclacao a / e da segunda em relacao a z, 



dzdt 



dz 2 



= -Uo to 



d 2 B v 



dt 2 



dzdt 



d 2 E x d 2 E x _ 



(12.3.11) 



Logo, lanto E, como B y satisf'azem a equacao 



dz 2 v 2 dt 2 



(12.3.12) 



e o mesmo vale para E y c B x no scgundo sislcma. 

Logo, lodas as componentes dos campos eletromagneticos satisfazem a equacao 
de ondas unidimensional (Fisica Bdsica 2, Sec. 5.2), com velocidade de propagacao 



(12.3.13) 




Como vimos, £<> e \Xq sao obtidos por medidas puramente eletromagneticas (forca cou- 
lombiana entre cargas e forca magnctica cntre corrcntcs), com os resultados: 



10 



-9 



4n x 8,98755 m 



p () = 4nxl0- 7 ^ 



H 



= 8,98755 xl0 ,6 | — 
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o que da 



= 2,99792 x 10 8 m / s = c 



(12.3.14) 



que 6 o valor da velocidade da luz no vacuo. 

Na epoca de Maxwell, o valor de c era conhecido pelas expericncias com obscr- 
vacocs astronomicas dos satelites de Jupiter e por medicocs terrestrcs de Fizeau (usando 
uma roda deniada em rotacao i ipida e urn cspelho) e de Foucault (com urn espclho girante 
e outro fixo), e o valor de £o , Ho havia sido determinado por experiencias puramente 
eletromagn£ticas de Kohlrausch e Weber. As solucoes acima contain pares de campos 
(E x ,B y ) e (E y ,B x ) sempre transversais a direcao de propagacao z das ondas. 

Maxwell havia obtido seus resultados durante sua estadia numa casa de campo, 
e s6 vcrificou os valores numencos ao regressar a Londres, onde passara a lecionar na 
Universidade. Em seu trabalho de 1862, ele escrcveu: 

"A velocidade das ondas transversais em nosso meio hipot£tico, calculada a partir 
dos experimcntos eletromagneticos dos Srs. Kohirausch e Weber, concorda tao exatamen- 
te com a velocidade da luz, calculada pelos experimcntos oticos do Sr. Fizeau, que 6 
diffcil evitar a inferencia dc que a luz consisie nas ondulacdes transversals do mesiao 
meio que e a causa dos fendmenos eletricos e magnelicos". Ou seja, a luz 6 uma onda 
eletromagnetica! 

Este foi urn dos grandes momentos da historia da fi'sica. Elctricidade e magne- 
tismo haviam evolui'do em paralclo, como areas diferentes, ate que as expericncias de 
Oersted mostraram que correntes eletricas produzem campos magn^ticos, e que Faraday 
descobriu que campos magneticos variaveis com o tempo produzem campos eletricos. 

A unif]ca?ao efetuada por Maxwell foi ainda mais abrangente: a otica, at^ entao 
uma disciplina inteiramentc separada, passava a tornar-se urn ramo do elctromagnetismo. 

O efcito novo crucial para a obtencao das ondas eletromagndticas foi a "corrente 
de deslocamento no vacuo", ou seja, a introducao por Maxwell do efeito "reciproco" da 
lei da inducao: urn campo cldtrico varidvel com o tempo produz urn campo magnetico. 

Com efcito: o campo magndlico assim produzido tamb^m scrd variavel no tempo; 
por conseguintc, produzira por sua vez urn campo elemeo variavel... e assim por diante. 
O efeito 6 auto-sustcntado: a onda se propaga! 

12.4 Ondas eletromagneticos pianos 

Vimos, ao disct.'.ir o movimento de cordas vibrantes (Ffsica Bdsica 2, Se?. 5.3), 
que a solugao geral da equacao de ondas unidimensional, 



a 2 / i 3V =0 



dz 2 v 2 dr 



(12.4.1) 
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f(z,i)=F(z-vt) + G(z + vt) 



(12.4.2) 



onde F 6 G sao funcoes arbitrdrias. Fisicamente, F representa urn perfil qualqucr dc onda 
propagando-se no sentido de z positivo (onda caminhante progressiva) e G uma onda em 
sentido oposto (onda caminhante regressive). 

Vamos considcrar uma solucao do 1° sistema, (12.3.7), que se propaga num 
unico sentido, por cxcmplo, o sentido positivo do eixo z (usando c = 1 /V £o Ho ) : 



E x (z,t) = E x (z-ct) 



(12.4.3) 



Para obter a solucao correspondenle para B y , substituimos csta exprcssao no sistema 
(12.3.7): 



dliy 



■ -^° E ° dt 7 % - c E &> 



I 3z Mg dt 



onde, com d/d z = d/dt, c 9/3 1 = -cd/d (, (regra de cadeia) flzemos 



C = z - ct 



(12.4.4) 



c £,'(Q (i a derivada de E. v em relacao a C,. Como B y tern dc scr da mcsma forma, 
By = /?,.(£), cstas cquacocs dao 



BJz.i) = -E x (z - ct) 



(12.4.5) 



Temos portanto os dois pares dc solucoes indcpcndcntcs: 



E = E x {z - ct)\ 



B = ±E x (z-ct)y = hxE 



(12.4.6) 



e (usando as substitutes: E x — > E y ; B r — > B x ) 
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E = Elz - ct)y 



B = --£ > .(z-cf)x = -zxE 



(12.4.7) 



Em ambos os casos, as ondas sao transversals a direcao de propagac,ao z , e temos 

(12.4.8) 



B=-zxE 

c 



ou seja, ( E, B , z ) e urn triedro ortogonal dirclo. 

Ondas planas monocromdticas 

Ate agora nao especificamos a dependencia da varidvel z - c t . A forma mais 
simples de onda e aquela para a qual esla dependencia e oscilatdria, com uma dada 
freqiiencia angular co no tempo: 



E = Acos [k(z - ci) + 8]x = -4 cos (kz - ov + 8)5 



oinle 



c 



(12.4.9) 



(12.4.10) 



6 o niimero de onda c A 6. a amplitude. 
Correspondentemcnte, 



B = —cos {kz - lot + 8) y 



(12.4.11) 



Uma onda destc tipo chama-se liarmdnica ou monocromdtica. Como vimos {Flsica Bdsica 
2, Sec. 5.2), cla e periodica no tempo c no espaco, e temos: 



2k 1 
T - — = penodo temporal ; u = — = freqiiatcia 



(12.4.12) 



, 2rt 

A = — = cT = penodo espacial = comprimento de onda 



(12.4.13) 



<p = kz - (at + 8 = /fls<? da onda 



(12.4.14) 
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5 = constante de fuse 



(12.4.15) 




Figura 12.4 Onda plana monocromatica 



A fig. 12.4 cM uma ideia da fonna da 
onda num dado instante. Num piano 

z = constante 

(perpendicular a direcao de propagacao) 
a fase <p da onda 6 constante. Uma supcr- 
fi'cie (p = constante chama-se f rente de on- 
da. Como as f rentes de onda sao pianos, 
cste tipo de onda chama-se onda plana: <5 
uma idealizacao, porque preencheria todo 
o espaco e existiria para qualqucr tempo. 



Ale:n de scr transversal a direcao dc propagacao, o campo elctrico nas solucoes 
encontraias 'jermanece sempre num mesmo piano. Diz-se que a onda e lineannente po- 
larizada. 

As dais solucoes independentcs encontradas (E na direcao x ou E na direcao 
y ) correspc.dem as duos polarizagdes lineares independentes possi'veis, que sao ortogo- 
nais: qualquer c,ut.a direcac de polarizacao linear c uma superposicao destas duas. 

E facil passar desta escolha particular de eixos (z m versor da direcao de propa- 
gacao) ao caso geral de uma onda eletromagnetica plana monocromatica propagando-se 
numa direcao de versor u e lineannente polarizada numa direcao e (perpendicular a u : 
onda tr insversal). Basta toman 



E = Rc {A e cxp [/(k • r - W + 8)] } ; k = * u 



B = - u x E 

c 



E • U = 0 



(12.4.16) 



onde adotamos notacao complcxa. 
k — vetor de onda 

A 

E s versor de polarizacao 
As duas solucoes independentes (12.4.6) e (12.4.7) correspondem aos casos particulares 

A A A A A A 

em que c = x ou e = y , com u = z . 

12.5 Balanco de energia e vetor de Poynffing 

Vimos, para campos quasc-cstacionarios, que a densidade de energia eletromag- 
netica no vacuo e 



12.5 Balan^o de energia e vetor de Poynting 
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(12.5.1) 



A taxa de variacao temporal de U e" portanto 



^.e.E.^ + ±«.^ 

dt dt Ho 3/ 



(12.5.2) 



Para calcular o 2.° mcmbro, vamos usar as cquacoes de Maxwell: 

(0 {e 0 Ho ^ = rot B - Mo j { Bo E • ^ = E • ~ - j E 



,dB „ B B B 

(II) i-^- = -rot E — -r-= -rotE 

1 dt no dt Mo 



dU _ dE B dB 
=* aT = e ° E ' 37 + m7- ■ar = -j E + -(E imB-B rotE) 



o que podemos escrever como 



~=j-E+i-[B-(VxE)-E-(VxB)] 



(12.5.3) 



Vimos na Sec. 4.5 que 



B ■ (V x E) - E ■ (V x B) = B r ■ (V x E) - E f • (V x B) 
m V-(ExB c + E c xB) = V (ExB) 

onde o mdice c significa que o vetor com cste mdice pennanece constante na diferencia- 
cao, ou scja, que V so sc aplica ao outro fator. Logo, 



B rot E - E rot B = di v(E x B) 



(12.5.4) 



o que tambem pode ser verificado diretamcnte, em termos das componentes. 
O resultado acima se escrcve entao 



--^ = jE + divS 
at 



(12.5.5) 
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ondc definimos o vetor de Poynting S por 



S s — E x B 
Mo 



= Vetor de Poynting 



(12.5.6) 



Vamos discutir agora a interpretayao fi'sica da (12.5.5). Para isto, lembremos que, 
como cstamos tratando dc cargas e corrcntcs no vacuo, a corrente j esla associada ao 
movimento de cargas livres. Sendo p a densidade de carga e v a velocidadc correspon- 
dcntc, tcmos cntao 



j = pv { j-E = pEv 



(12.5.7) 



Por outro lado, a densidade de foiva com que o campo eletromagnelico alua sobre as 
cargas e correntes e\ pela (12.1.13), 



E+-xBj=pE+^x» 



(12.5.8) 



A forca magnetica nao realiza trabalho; temos 



pE v = f v 



(12.5.9) 



e vcmos que este termo representa o trabalho por unidade de tempo e de volume realiza 
pclo campo eletromagnelico sobre as cargas em movimento. 




Figura 12.5 Volume de integracao 



Sc intcgrarmos os 2 membros da (12.5.f 
sobre um volume V limitado por uma su 
perflcie I (fig. 12.5) vem 



dtK 



UdV = 



(f • \)dV+ I divSJV 
J v J v 



(12.5.10) 



O 1 ,° termo do 2.° membro representa o trabalho total por unidede de tempo realiza 
pelo campo eletromagnelico sobre as cargas conlidas em V. Logo, pelo nenos uma 
da energia eletromagnetica e convertida nesse trabalho." 



12.5 Balan^o de energia e vetor de Poynting 

E o ultimo termo? Pelo teorema da divergSncia, 



j divS</V = |sfi 



dZ 
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(12.5.11) 



rcpresenta um Jluxo para font de V atraves de X. 

Pela conservacao da cncrgia, tcmos cntao dc interpretar esse fluxo como o Jluxo 
de energia eletromagnetica para font de V, por unidade de tempo. 

Tsto da" a intcrprctajao fi'sica do vetor de Poynting S: cle represents a densidade 
de corrente de energia eletromagnetica. 

Em particular, na ausencia de cargas e correntes ( p = j = 0 ) , a (12.5.5) Ilea 



divS + ^ = 0 



(12.5.12) 



que e a forma local da lei de conservacao da energia eletromagnetica (compare com a 
equacao dc continuidade, forma local da lei de conservacao da carga: 
div j + d p/d t = 0 ) . 

Aplicacdo a ondas planas 

Numa onda eletromagnetica plana (nao necessariamcntc monocromatica) que se 
propaga na dire^ao de u , vimos que 



B = - u x E 

c 



(12.5.13) 



com 1 /c = VeoUo , o que da 



B 2 = -j E 2 = e 0 Mo E 2 



i-E K 2 - -5— 
2 Eot -2p 0 



(12.5.14) 



ou seja, numa onda plana, as densidade S de energia elctrica e magnetica sao iguais: a 
cada instante, metade da energia encontra-sc sob a forma de energia eletrica e metade 
como energia magndtica. 

Para o vetor de Poynting, resulta: 



B 



S = Ex — = J— E x (u x E) = J— 



E 2 u - (E ■ u) E 



1 



EqE 2 u 



{ s = c u a 



(12.5.15) 
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Este resultado tem uma interpretacao fi'sica simples. 

Para a corrente eletrica, uma densidade de carga p movendo-se com velocidade 
v contribui j = p v para a densidade de corrente. Como U 6 a densidade de energia e S 
a densidade de corrente de energia, S/U = cuea velocidade de propagacao da energia 
eletromagnetica. 

Logo, uma onda eletromagnetica plana 
transport a energia, na diregdo e com a 
velocidade da onda: a energia que atra- 
vessa uma area L normal a u durante um 
intervalo de tempo A t € a energia que 
esta contida num cilindro de base I e ge- 
ratriz c A t , ou seja, Ulc At , o que d.1 
Uc para a energia por unidade de tempo 
e area (fig. 12.6). 




cAt 

Figura 12.6 Energia que atravessa I 



No caso particular de uma onda plana monocromatica, 
E = Ai. cos (k • r - tor + 6) 



vein 



S = cE 0 /l 2 cos 2 (kr-ior + 6)u 



(12.5.16) 



de forma que o valor instantaneo da densidade de corrente de energia oscila, como a onda. 

Intcrcssa-nos entao a media temporal < S > de S, tomada sobrc um pen'odo (ou, 
o que 6 equivalente, um numero qualquer de pcriodos). Como a m£dia de cos 2 6 1/2, 
vcm: 



<S) = yCE„M 2 U 



(12.5.17) 



A intensidade I da onda eleLomagnetica e definida como o valor medio da ener- 
gia eletromagnetica, por unidade de tempo, que atravessa uma area unitdria, normal a 
direcdo de propagacao u . Logo, 



(12.5.18) 



12.6 A Equacao de ondas inomogenea 

Como e gerada uma onda eletromagnetica? No domi'nio macroscopico, sabemos 
que isto se faz atraves de uma antcna emissora de radio ou TV (por exemplo), alimentada 



12.6 A equa$3o de ondas inomogenea 279 

por urn sinal gerado por urn oscilador eletromagnetico de alta frcqiiencia. As faixas de 
frcqiiencia apropriadas a estes exemplos foram especificadas acima. 

Vamos estudar agora o modelo classico mais simples para uma fonte de radiacao, 
devido a Heinrich Hertz (1888). Este modelo idealizado representard uma fonte puntifor- 
me de radiagao, da mesma forma que uma carga puntiforme em rcpouso represcnta uma 
fonte puntiforme de campo eletrostiitico. 

O ponto de partida sao as equacoes de Maxwell inomogeneas no vacuo. 



(1) rotB--2--^- = MoJ 



(II) rotE + ^ = 0 



(III) divE = -2- 

(IV) divB = 0 



(12.6.1) 



ondc j c p silo funcocs dadas (suposlas conhecidas: no exemplo acima, represcntariam a 
distribuicao de corrcnte na antena emissora), de ( x , t ) , que satisfazem a equacao de 
continuidade: 

div j + £ = 0 

e queremos calcular ( E , B ) . 

Na eletrostdtica, como vimos, o calculo do campo E devido a uma dada distri- 
buicao de cargas 6 bastante simplificado pela introducao do potential escalar <p: da equa- 
?ao (II) ncste caso, rot E = 0 , decorre E = - grad <p , e <p (x ) obtdm-se a partir de p 
pela (4.2.11) 



/<x, x') a |x — xi 



(12.6.2) 



que corresponde ao potencial coulombiano. 

Aqui tambem obtemos uma grande simplificacao introduzindo potenciais, a partir 
das equacoes homogeneas (TT) e (IV). A (IV) da 



divB = 0 



B = rot A 



(12.6.3) 
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onde A se chama o potential vetor. 
Substituindo na (IT), rcsulta 



roi 



E + — = -grad(p 



ou seja, 



£ = -grad<p- — 
at 



(12.6.4) 



ondc (p 6 o potential escalar; a eletrostatica corrcspondc ao caso particular 
dk/dl = 0. 

Ate" que ponto ( A , (p ), fleam determinados a partir dc ( E , B ) ? Como o rot de 
um grad 6 = 0 , B nao se altera se substituirmos na (12.6.3) 



A = A' + grad % 



(B = rot A = rot A') 



onde x ( x , / ) e uma funcao escalar arbitraria. 
Substituindo na (12.6.4), fica 



E = -grad cp — 37"- a7is rad X) = ~g rad — 



at 



(12.6.5) 



ondc 



(ff = <p + d% / 3 ' 



(12.6.6) 



A transformacao definida pclas (12.6.5) e (12.6.6), que nao altera os campos 
( E , B ) , chama-se uma transformacao de calibre, e diz-se que uma dada escolha de % 
corresponde a um calibre. 

Substituindo as (12.6.3) c (12.6.4) nas cquacoes dc Maxwell inomogeneas (T) e 
(III), vcm: 



(I) rot rotA-i-r- 
' c 2 dt 



-grad (p - 



3A 

dt) 



= HoJ 



(12.6.7) 



Para um vctor v qualquer, desenvolvendo o duplo produto vctorial, temos 
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rot rotv = V x (V x v) = V(V • v) - V • Vv = V(V ■ v) - Av 
o que define A v , o laplaciano de urn vetor: 

(12.6.8) 



rot rot v = grad (di v v) - Av 



onde, em coordenadas cartesianas, justificando a definicao dc Av, 



Av ■ x Av, + y Av y + i Av. 



(12.6.9) 



Substituindo nas (12.6.7), fica 



(!) gra d(divA + ^)-AA + ^ = u 0 j 



do -top + — -f- 



c 2 dt 2 dt ,c 2 dt 



1 3( P A' A I 

+ div A I = 



E 0 



(12.6.10) 



onde, na (II), somamos e subtrafmos 



±^1 
c 2 d, 2 



Se pudermos aproveitar a arbitrariedade na escolha dos potenciais para impor a 
condicdo de Lorentz 



divA + 4^ = 0 
c" dt 



(12.6.11) 



rcsulta 



AA- 


i a 2 A 

c 2 dr - 


-Moj 


A«p- 


1 3 2 <p 


_P_ 


c 2 dt 2 





(12.6.12) 



ou scja, tanto A coma <p satisfazeni a equagdo tridimensional de ondas inomogenea, cujos 
tcrmos-fontes sao dados por j e p (sobre esta equacao, vcja Fiska-Bdsica 2, Sec. 6.5). 

Para ver se € possi'vel impor a (12.6.1 1), vamos supor que ela nao seja satisfeita 
por urn dado par ( A , <p ) e vamos ver o efeito de uma transformacao de calibre (12.6.5), 
(12.6.6): 
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d,vA + 7 f " div ( A ' + ^ad Xhjj^f-^) 



c 2 3/ 



= divA' + -^ + |A X -TTf 



c 2 3/ 2 



(12.6.13) 



Por co.iseguinte, se escolhcrmos x como solucao de 



i a 2 x 



1 d<p 



(12.6.14) 



que 6 (outra vcz) umi equacao de ondas inomogenea (cujo 2.° membro e suposto conhe- 
cido), resulla que ( A' , (p' ) salisf'arao a condicao de Lorentz. 

Logo, a resolucao das equacocs dc Maxwell inomogeneas € equivalenle a reso- 
lucao da equagdo de ondas (tridimensional) inomogenea. 

12.7 Pofenciais retar dados 

Como a equacao para A equivalc a 3 equacocs de ondas cscalarcs inomogeneas 
(uma para cada componcnte), basta resolver a equacao para (p. 



A(p "7l? = " p(x,,)/£o 



(12.7.1) 



que se reduz a equacao de Poisson, no caso eletrostatico ( d (p/3 1 = 0 ) . A solucao neste 
caso e\ como sabcmos, o potencial coulombiano devido a p, ou seja, 



«p(x) = 



4ne 0 



J r(x,x' 



(12.7.2) 



onde a integral se cstende a todo o cspaco ocupado por p, satisfaz a 



A(p(x) = -p(x)/e 0 



_'or outro lado. 



1 1 

r(x.x')"|x-x1 



e o potencial coulombiano em x de uma carga puntiforme numericamcnte igual a 4 n &> 
em x' , de forma que 



\>(x,x')_ : 



0 (x*x*) 



(12.7.3) 
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pois, fora da carga, o potential satisfaz a equagao de Laplace. 

Isto tamtem pode ser vcrificado diretamcnte, tomando a origcm das coordenadas 
em x' e procurando a cxpressao do A de uma funciio que s6 depcnda de r (distancia a 
origcm): 



Af(r) = divgrad f(r) = div ^ f j = div (~^ r J 



Mas jd vimos que 



Logo, 



div(Fv)= Fdivv + VFv 



A/(r) = -^f divr + 



__L <JL + l <£l\- T 
r 2 *+r dr 2 » 



(12.7.4) 



(12.7.5) 



ou, como r • r = r , 



o que tambem pode ser escrito (verifique!) como 



(12.7.6) 



(12.7.7) 



Em particular, para f(r)= l/r, isto da, A (1 / r) = 0 ( r # 0 ) . 

Uma conseqiicncia dcsta formula e que cla pcrmitc obter a solucao geral esferi- 
camente simetrica da equacao de ondas homoginea 



(12.7.8) 



Com efeito, pela (12.7.7), isto equivale a 

1 D 2 r , x1 1 a 2 (p _ 

ou, multiplicando ambos os mcmbros por r, e chamando 



n?{r,l)=F(r,t) 



(12.7.9) 
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d 2 F 1 d 2 F 
dr 2 c 2 dt 2 



= 0 



(12.7.10) 



equacao dc ondas unidimensional, cuja solucao geral ja vimos: 





F(r,i) =F_(r- a) +F t (r + cl) 



o que da 



(b)F. 

Figura 12.7 Os dois termos da (12.7.12) 



, . F.(r-a) FJr + cl) 



(12.7.11) 



(12.7.12) 



O 1.° tcrmo [Fig. 12.7(a)] representa uma onda esfirica divergente e o 2.° [Fig. 
12.7(b)] uma onda esferica convergente; note que a inlensidade, em ambos os 
casos, cai com l/r ! ec singular na origem (fonle ou sorvedouro das ondas, res- 
pectivamente). 

Combinando os resultados acima, podemos agora escrever a solucao da equacao 
de ondas 3-D inomogenea que generaliza o potencial coulombiano e representa a emissao 
de ondas pelas fontes. Afirmamos que esta solucao e 



(12.7.13) 



onde, como antes, r(x,x') = |x-x'l,ea integral e estendida a toda a distribuicao 
dc cargas. 

A (12.7.13) tern uma intcrpretacao fisica muito simples. Numa tcoria de afao a 
distancia, o numcrador do intcgrando seria p (::',/) c a integral representaria o potencial 
coulombiano instantaneo criado pela distribuicao de cargas no instance l. 

Na (12.7.13), porem, o potencial em x, no instantc t, devido a carga contida num 
elemento de volume rf 3 x', com centro cm x' , depende da densidadc dc carga 
p ( x' , / ' ) , ncssc elemento, no instanie relardado 




(12.7.14) 
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p 




O retardamento 



r ( x , x' )/c = |x - x' | / c 



Figura 12.8 Interpretagao fisica 
do potendal retardado 



corresponde prccisamcntc ao tempo que 
leva a interagao para transmitir-se de x' a 
x, viajando com velocidade c (fig. 12.8). 



A (12.7.13) chama-se potendal retardado criado pela distribuicao, e exprime preci- 
saniente a diferenca esscncial entre uma teoria de acao a distancia c uma teoria dc campo: a 
velocidade flnita (= c no vacuo) de propaganda das inleracoes eletromagneticas. 

Para pontos suficientemente proximos das cargas, o cl'eito de retardacao 6 des- 
prezfvcl, c podcnios usar o potcncial Coulombiano instantaneo como boa aproximacao, 
mas isto dcixa de valer para distancias niaiores. 

Vcjamos agora como juslificar o resullado (12.7.13). Para isto, consideremos 
inicialmcnle uma situacao cm que a fonte (distribuicao de carga e corrente) pode ser 
tratada como "puntiformc", no sentido de que a retardacao sobre as dimensoes da fonte 
seja desprezivel em confronto com o tempo que leva para que p ( x' , / ' ) sofra uma 
variacdo aprecidvel. 

Ncstc caso, se 8v 6 o volume que contem a distribuicao, e se o "ponto de 
obscrvacao" x estd fora dessc volume, ou seja, p ( x' , / ) = 0 , podcnios idcntificar 5 v 
com a origem de coordenadas ("ponto fonte") e notar que 



[pois p ( x , 0 = 0 1 . 

Isto nao vale se x esta dentro dc 5v; ncstc caso, 1/r torna-se singular para 
x' = x , mas d* x' (- r 2 drdQ. em coordenadas esfcricas) compcnsa esta singularidade, 
de fonna que a contribuicao de 




de modo que a (12.7.13) e da forma 




satisfazcndo portanto a equacao dc ondas homogenea. 
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_L ^1 
c 2 a, 2 

tcnde a 0 com as dimensoes de 8 v . Entretanto, o mesmo nao se aplica a A 9 , porque 
A (1 / r) contain derivadas segundas, que divergem como l/r 3 . 

Por outro lado, nesta contribuicao, como x e 8 v , a rctardacao e dcsprezi'vel, 0 
que signiflca que 





1 a 2 1 

, A "?a7"J (p,xe5v=A<p L 6 v = A 


.4ne 0 J 


* f 

5vKx,x') 




= -p(x.r)/e 0 







(12.7.15) 



pois a cxpressao cntre colchcies 6 o "potencia! Coulombiano instantanco" devido a dis- 
tribuicao. 

Tsto demonstra o resultado quando x e 8 v c quando x esta fora de 8 v (2.° 
membro = 0), ou seja, para uma fonte puntiforme, em qualquer caso. 

Para demonstra-lo em geral, basta agora usar o prinefpio de superposicao, consi- 
derando uma distribuicao qualquer como superposicao de fontes puntiformes. 

Para o potencial vetor A ( x , / ) , a linica difcrenca e que a equacao de ondas ino- 
mogenea e vetorial, e que o 2.° membro 6 -|ioj(x,/), em lugar de - p ( x , t )/£o . 
Logo, a solucao para A e 



que 6 o potencial vetor retardado. 

Calculando B e E a partir de A e (p, obtem-sc a solucao correspondcnie das 
equacoes de Maxwell inomogencas no vacuo. E importanie notar que esta nao e" a solucao 
genii destas equacoes, por dois motives: 

(a) Podemos scmpre somar solucoes das equacoes homogenecis, por 
exemplo, ondas planas em quaisquer direcoes. 

(b) Podenamos ter tornado, em lugar de potenciais rctardados, poten- 
ciais avoncados, em que, nas integrals, p e j seriam calculados no 
iimtante avancado 
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r(x.x') 1 




c 



Isto corresponderia ao 2° temio da (12.7.12). 



Entretanto, isto corresponderia a calcular os valorcs atucds dos campos em funcao 
do comportamento de p e j no futuro, dados de que usualmenle nao dispomos, ao passo 
que os poicnciais retardados correspondcm ao campo eletromagnetico atual gerado pelo 
comportamento de p e j no passado. 

Assim, ao escolher os potenciais retardados, estamos introduzindo uma assimetria 
entrc passado e futuro que nao estd conlida nas equacoes de Maxwell, mas sim no tipo 
de problema que procuramos rcsolvcr. 

12.8 O oscilador de Hertz 

O modelo mais simples de uma fonte punti forme de radiac^o eletromagndtica, 
tratado por Hertz em 1888, baseou-se nos resultados experimentais que elc proprio obteve 
em 1887, comprovando a existencia das ondas eletromagncticas preditas pela teoria de 
Maxwell atraves de sua gcracao e detecao. 



pacitor formado pelas duas esfcras acopladas ao secundario do transformador, fazendo 
saltar fafscas entre elas. 

Para detctar as ondas eletromagndticas geradas pela descarga oscilattfria. Hertz 
usou urn fio metalico cm forma de aro (tambem tcrminando cm urn par dc esfcras mctd- 
licas), deixando urn pequeno interstfcio cntre as pontas, e de dimensoes ajustadas para 
aproximar um circuito L-C rcssonante com a freqiiencia das oscila$6cs elctromagndticas 
geradas. 

Hertz observou que cada fai'sca de sua "antena emissora" era acompanhada de 
uma fafsca da "antena receptora", mesmo quando a separacao cntre elas era dc varios 
metros. Mcdindo o comprimento de onda X e a freqiiencia v da radiacao, ele pode calcular 
a sua velocidade de propagaciio, verificando que coincidia com c. Elc havia gerado assim 




Figura 12.9 0 experimento de Hertz 



A aparclhagcm que empregou para estc 
fim esta csqucmatizada na fig. 12.9. Duas 
esferas metalicas, separadas por um pe- 
queno interstfcio, cstavam ligadas ao se- 
cundario de um transformador, que pro- 
duzia campos alternados de alta voltagem 
a partir dc oscilacoes no circuito L-C pri- 
mario. A voltagem clcvada ionizava o ar 
c produzia uma descarga oscilante do ca- 
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pela primeira vez "ondas hertzianas" - 
circuitos usados. 



ondas de rddio, com X » que as dimensoes dos 



(♦) * 

I 



Para modelar a sua "antena emissora", 
Hertz usou urn dipolo eletrico puntiforme 
oscilante, que pode ser pensado como re- 
prcscntando as cargas ± q das esferinhas 
metdlicas (equivalentes as cargas nas pla- 
cas de um capacitor), oscilantes com o 
tempo, acompanhando a oscilacSo da vol- 
tagem do circuito, e com scparacao £ = t z igual ao intersticio, levando ao momento de 
dipolo eletrico 



6 



-q 



Figura 12.10 Dipolo hertziano oscilante 



p(f) = qt = p(t)i 



(12.8.1) 



tratado como puntiforme por tcr dimensao C « X, onde A. 6 o comprimento de onda das 
ondas hertzianas emitidas (fig. 12.10). 

A variacao temporal de p ( t) = qt pode tcr origem na varia^ao de q com t, com 
t fixo (como na experiencia de Hertz) ou na variacao de t com q fixo, 



pit) = qtU) 



(12.8.2) 



o que podcria corresponder a uma oscila?ao de uma das cargas em tonio da outra, suposta 
fixa. 

Adotando esla ultima intcrprctacao e substituindo j = p v na exprcssao de A, 

vein 



p p(x') v x'.t - - 



<7V|,-- 



(12.8.3) 



onde usamos o fato de que a carga e puntiforme (rctarda9ao dcsprezfvcl sobre suas 
dimensoes) er = I x I 6 a distancia a posifao do dipolo, tornado como origem. 
Como v = de/dt, resulta 



r 










t 


-7] 


- r = H 









(12.8.4) 
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onde o ponto ( ) indica dcrivacao cm relacao ao tempo. 

Podemos agora usar esta expressao para calcular B = rot A . Para um vetor v 
qualqucr c um escalar/, 



rot(/v) = Vx(/v) = V/xv + /Vxv 



(12.8.5) 



lembrando que temos de derivar um produto; assim, 



rot (/v) = grad/ X v + / rot v 



(12.8.6) 



Na expressao acima, 









r 




t - 






V 







onde z = grad z , o que da* rot z = 0 . Logo, 









B = rotA = -^-grad 
4n 


\<-i 




>• 





(12.8.7) 



Mas, para uma funcao /( r) ,grad£aderivadadirecional, 



(12.8.8) 



Logo, usando a rcgra da cadeia, 



An dr 



r x z 



ou seja, como p z = p , 



4k 



7 P 



t— 



+— p t — 

rc V c 



xr 



(12.8.9) 
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Pela (12.8.2), 



p = q\ 



p = qv 



(12.8.10) 



ou seja, o 1.° termo da (12.8.9) e proporcional a velocidade da parti'cula e o 2.° termo a 
aceleragao (ambas no instante retardado). O 1.° termo, proporcional a 1 /r 2 , deve pre- 
dominar para distancias pequenas do dipolo ( r -» 0 ) ; o 2.°, que cai como 1 / r , para 
distancias grandes ( r — > ■» ) . 

Vejamos de infcio cono interpretar fisicamente o 1 ,° termo. Para r suficiente- 
mente pequeno, o efeito da retardacac e desprezi'vel, e, pela (12.8.3), este termo se escreve 



4nr 



(12.8.11) 



Comparando com os resultados obtidos no Cap. 8, vemos que este 6 o cariipo de Biol- 
Savart corrcspondc a distribuicao insiantdnea j ( x', / ) , ou seja, 6 o campo magnetico que 
ela produziria se fosse uma corrente estaciondria. O resultado corresponde portanto a 
aproximacao dc carrentes quase-estaciondrias discutida na Sec. 9.5. 

A rcgiao proxima do dipolo, onde esta e uma boa aproximacao para B, chama-se 
zona prdxima. Esta contribuifao, como o campo coulombiano, cai com 1 / r 2 . 

Jd o 2.° termo da (12.8.9) 6 urn termo novo, que cai mais lcntamcnlc, como 
1/r apcnas, e poilanto predomina a grandc distancia: 




(r->~) 



(12.8.12) 



A regiao onde vale esta aproximacao chama-se zona distanle ou zona de onda. 

Como e gcrado este termo com decrcscimo mais lento? Para ver sua origem, 
considercmos o caso particular em que p(t) oscila com frcqucncia angular co, como nas 
expericncias de Hertz (oscilador de Hertz): 



pit) = p 0 scn((or) 



(12.8.13) 



p(t) = w/> 0 cos(io/) 



r r r 



--j=cop 0 cos^colf-- 



ou seja, 



p\ / - - ] = (ty» u cos(kr - ov) 



(12.8.14) 
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onde 



* = 7 = T 



(12.8.15) 



e o niimero de onda. 



O 




1 
r 



A funcao 



TP['-c 



Figura 12.11 A fun^o p(f - r/c)/r 



que derivamos em rclacao a r na (12.8.7) 
para calcular B, esta representada na fig. 
12.11. A envoltoria cai com l/r (cuja 
derivada cai com 1 / r~ ) mas ela 6 modu- 
lada pcla oscila^do com r provcniente da 
retardagdo (propagac3o da onda), que 
transferc osciiacoes com / para oscilacoes 
em r, c cuja contribuicao a derivada, 



dr 



cos [kr - tor ) = -k sen (kr - to/) 



multiplies 1 /r , continuando a decrescer com estc fator, em lugar de 1 / r 1 . Logo, tr:.ta-se 
de um efeilo da retardagdo. 

Comparando a ordem de grandeza dos dois termos, podemos lamb^m defini. mais 
prccisamentc a zona proxima e a zona de onda neste caso. Com efeito, obtemos 



(12.8.16) 



e vemos que a razao do segundo termo para o primeiro e da ordem de 
( co/c ) r = kr = 2 n r/X . Logo, 




r«X <=> zona proxima 
r » X « zona dc onda 



(12.8.17) 



Para circuitos AC, com v = 60s" 1 , 



3xl0 8 m/s fi 

X = c / v = — — : = 5 x 10 6 m = 5000 km 

60s" 1 
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de modo que estamos sempre na zona proxima, o que justifica a teoria das correntes 
quase-estaciondrias neste caso. 

Vamos calcular E somcnte na zona de onda, desprezando termos que caem mais 
rapidamente a grande distancia e usando apenas o termo dominante. Para isto, em lugar 
de calcular (p e usar 

6 mais simples usar a equacao de Maxwell (I), que, a grande distancia da distribuicao de 
cargas e correntes ( j = 0 ) , € 



„ 1 3E 
rotB = — — 

c 1 dl 



(12.8.18) 



Para urn oscilador de Hertz de l'reqiiencia angular co, tambem e mais simples representar 
o termo dominante da (12.8.16) em notacao complexa: 



B = ^-Re 



ie t(kr-m) 



zx r 



(r » X) (12.8.19) 



Com o fator temporal e~' m , tem-se d/dt = -i (0, o que da 



E = » — rotB 

(0 



(12.8.20) 



omitindo "Re", que fica subentendida. Assim, usando a (12.8.6), 



•I- __0) 

^ HoPqOJ 2 C 

4kc k 



rot — z x r 



gra 



0} 



x(ixf) + — roi(zxf) 
cai como r~ 3 



(12.8.21) 



O termo dominante, na zona de onda, vem da derivada de e (que representa 
a retardafao e "° c ) , ou seja. 



UqPqCO 2 c ., e i{kr - m ) 

E ~ - ik 

4nc . k r 



f x (z x f ) 
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Comparando com a (12.8.19), resulta 



E=cBxr 



(r»X) 



(12.8.22) 



Como isto vale para qualquer freqiiencia <o, vale tambem para qualquer dependencia 
temporal de /> ( / ) . Finalmente, com a (12.8.12), obtemos, na zona de onda, 



Pelo visto na (12.7.12), concluimos que o campo na zona de onda e uma onda 
eletromagnetica esferica divergente, centrada na posicao do dipolo. 

Vemos tambem que as rclacoes entre E, B e r na zona de onda sao as mesmas 
que as encontradas entre E, Beu (versor da direcao de propagacao) numa onda plana. 
Este resultado seria esperado, porque uma porcao de uma frente de onda esfdrica, a grande 
distancia da fonte, pode ser aproximada por uma porcao de frente de onda plana. 

Em particular, as lensidades de encrgia eletrica e magnctica sao iguais; como E, 
B c r formam urn triedro ortogonal direto, o vetor de Poynting c 



E(x,f) = cB(x,i)xf 




(12.8.23) 



Em ambos os campos, a dependencia dexe/ vem do fator 





ou seja, como na (12.5.5), 




o que dd, com 



Ho Mofo 



c 



para S na zona de onda, 
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que e dirigido radialmente para fora, como deve ser numa onda esferica divergente. 

O ponto fundamental e que 5 cai com I / r 2 , de forma que o fluxo de energia ele- 
tromagnetica par unidade de tempo atraves de urn elemento de dngulo solido d Q , 



dW = (Sr)rdn 



(12.8.25) 



e * 0 , mesmo para r -> oo 



dW 



I 



L&cVe 



0 



Pi t - - 1 x r 



dil 



(12.8.26) 



representando energia eletromagnetica irradiada pela fonte. 

Se E c um campo eletrostatico e B um campo magnetico de correntes estacionari- 
as, ambos caem no mi'nimo como r 2 , dc modo que S cai com r~ A e d W I dLl -» 0 



como r ' , ou seja, ndo hd radiacao. Ela so aparece para campos variaveis com o tempo, 
como consequencia da retardaeao. 




Figura 12.12 Radiagao em dii 





P , 


II 




\ 7 





Figura 12.13 Distribuigao angular 
da radiacao de dipolo 



Como p e paralelo a z , o resultado tam- 
bem se escreve 



dW 



I 



dQ. 16nVe 0 ' 



P t- 



sen 2 9 



(1 2.8.27) 

onde 6 e a coordenada esferica usual (an- 
gulo entre f e Oz , fig. 12.12). 



Logo, a distrihuicSo angular da radiacao 
emitida pelo dipolo nao 6 isotr6pica: 6 
proporcional a sen J 0 , cujo diagrama po- 
lar esta representado na fig. 12.13 (em 3 
dimensoes, e preciso imagina-lo como 
axialmentc simetrico em torno de Oz )■ 
Em particular, a radiacao e maxima no 
piano equatorial (6 = 71/ 2) , e o dipolo 
nao emite radiacao na direcdo do seu 
eixo ( 0 = 0 ou 7i ) . 
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A potencia total irradiada, W (taxa total dc emissao de radiacao por unidade de 
tempo) obtem-se integrando sobre todos os angulos s61idos (dCl = sen 6 d 0 d (p ) : 



W 



2n 



Com cos 9 = u , 



.["sen 2 © • senG JO = f (l - a 2 ) Jw = L - yl = | 



e vem 



, ■ MSI 

4ne 0 3 c 3 



(12.8.28) 



Em particular, para uma carga q em movimento na direcao z. 



p{l) = qz{t) 



obtem-se a formula de Larmor 









2 


4ne 0 3 c 









(12.8.29) 



(12.8.30) 



W e proporcional ao quadrado da aceleracao relardada da parh'cula. Assim, no modelo 
atomico de Bohr, a teoria classica preveria o colapso das orbitas eletronicas, devido a 
radiacSo. 

Vemos que uma carga em movimento reiilineo unifonne (em relacao a urn refe- 
rential inercial) ndo emite radiacao. Este resultado e consistentc com o fato de que, no 
refercncial da carga (que neste caso c tambem inercial) ela esta cm rcpouso. 

O oscilador de Hertz e" urn caso particular, com (como vimos) 

p(t) = A>oScn(ov) { p = -u> 2 p 

o que dd 



W = - 



1 2 co 4 



4ne 0 3 c 



(12.8.31) 



para a taxa instantanea de emissao de radiacao. A taxa media <W> obtem-se notando 
que, para o sen 2 , ela e 



i 
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(sen 2 (ay- At)) = i 



(12.8.32) 



onde a media e tomada sobrc um (ou varios) pen'odos, conformc ja vimos. Rcsulta 

(12.8.33) 



que cresce com a quarta polcncia da frequencia, mostrando a importancia crescente da 
perda por radiacao a altas fieqiiencias, num circuilo. 



Para iluslrar cste ponto, considcremos 
(fig. 12.14) uma anlcna relilinea carta, 
formada por um fio metalico de compri- 
mcnio /, alimcntado com uma corrente 
oscilantc. dc intensidade 



/ O 



/(f)=/ 0 scn((or) 



(12.8.34) 



Figura 12.14 Antena de dipolo 



Voltando a (12.8.3) e lembrando que nes- 
te caso e 



j</V=/dl 



onde dl e o clcmcnto de linha ao longo do fio, obtemos 



JpvJ-V= Jj«/V = J / dl - I\ = 



/> = // = (o/ 0 /scn ((Of) 



(12.8.35) 



(12.8.36) 



(12.8.37) 



Vemos assim que, neste caso. 



u-m 



(0 / / 0 



{W) «* ~ 4ti E 0 3 c3 ' 2 '° 



(12.8.38) 



Se o fio tern resistencia ohmica /?, a poiencia media dissipada pelo efcito Joule e 
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(12.8.39) 



Comparando com a (12.8.38), definimos a "fCsistSncia de rcidicicoo" do onleno por 

(12.8.40) 



R --i- 
"tad - . _ - • i ' 



4neo 3 c 3 



Esla 6 a resistencia ohmica que dissiparia a mcsma potencia media pcrdida por radiacao. 
Temos: 

,2 



(0* l 2 47t" 



Logo, 




(12.8.41) 



onde a condicao / « X e necessaria para que possamos assimilar a antcna a um dipolo. 
Vimos na (2.3.2) que, em valor numcrico, 

1 



logo 



— = io-V 
4jte 0 

2k 8jt 1 8rc 2 xl0~ 7 c 



3e 0 t- 3 4rtE 0 c 
e c = 2.998 x 10 8 m/s , o que da 




(/ « X) 



(12.8.42) 



que crcsce com o quadrado de (I/X). Mcsmo para um fio de / - 0,1 X, tcm-se 
/?„j = 8 Q , de forma que. a freqiiencias clcvadas, a pcrda por radiacao de um fio tor- 
na-sc bem mais imporiante do que a pcrda ohmica. 

No cspalhamento da luz por particulars dielctricas de tamanho « X (compri- 
mento dc onda da luz), a luz incidentc induz na partfcula um momento dc dipolo 
oscilante com a Ireqiiencia da luz. A radiacao emitida por esie dipolo e" a radiacao 
espalhada. Por conscguinle, a intensidadc da luz espalhada cresce com 0) 4 . Como 
(Ovioieia ~ 1,8 cOvenmiho , a componente azul da luz solar e espalhada com intensidadc 
( 1,8 ) 4 = 10 vezes maior que a luz vermelha. Esta e a explicacao dc Lord Raylcigh para 
a cor azul do ecu (trabalhos posteriorcs de Einstein e Smoluchovski mostraram que o 
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espalhamento e devido as flutuacdes de densidade da atmosfera). Na luz direta (nao 
espalhada) prcdomina a cor vcrmelha, explicando o torn avermelhado do horizonte ao 
nascer ou por do sol. 

12.9 Conclusao 

Alem de gerar artificialmente, pela primcira vcz, ondas eletromagnencas, e de 
mostrar que se propagam com velocidadc c, Hertz tambem demonstrou que elas se reflc- 
tiam em superficies meullicas da mesma forma que a luz num espelho, e eram refratadas 
por um bloco de parafina, obedecendo as mesmas leis da rcfracao da luz. Tambem de- 
monstrou com elas efeitos de focalizacao e de interferencias, em tudo andlogos aos da 
luz, e concluiu: 

"As experiencias descritas me parcccm cm alto grau adequadas para remover as 
duvidas sobre a identidade entre a luz, a radiacao termica, e as ondas eletromagncticas." 

Estes resultados, unificando a dtica e o eletromagnetismo, marcam o apogeu do 
que se chama de "fi'sica classica". Vcremos mais adiante (Fi'sica Bdsica 4) a dtica eletro- 
magnitica. 

Ao tratar da radiacao emitida por cargas em movimento, ]&, encontramos a questao 
dos efeitos da passagcm dc um rcfcrcncial incrcial a outro sobre fenomenos eletromag- 
ndticos; esta questao tambem aparcceu na descricao assimetrica dos efeitos da inducao 
eletromagnetica conformc scja um mia ou um circuito que se move. 

Problemas deste tipo c resultados experimcntais buscando efeitos do movimento 
da Terra sobre a velocidade da luz acabaram levando a formulacao por Einstein, em 1905, 
da teoria da relatividade restrita. Nesta teoria, verificou-se scr ncccssario modificar as 
leis de Newton da mccanica, embora as equaeocs de Maxwell tenham permanecido inal- 
teradas. Entretanto, a relatividade restrita (que tambem sera" tratada no Vol. 4) ainda 
pcrtencia ao arcabouco da fisica classica. 

Na mesma experiencia em que Hertz verificou a cxistencia de ondas eletromag- 
ncticas, elc obscrvou que a luz (predominantemente azul-violeta) das ccntclhas da antcna 
emissora facilitava a ocorrencia de centelhas na receptora: isto porque provocava a einis- 
sao de elelrons pelo metal das esfcras. Estc cfcito fotueletrico acabou sendo um dos 
fenomenos que dcram origem a um rompimento radical com a fi'sica classica. Novamcnte, 
foi um trabalho de Einstein de 1905 (levando bem mais longe uma proposta de Max 
Planck cm 1900), que explicou o efeito fotoeleUico em tennos do que chamamos hoje 
de processos quanticos. 

Fenomenos inexplicavcis pcla fi'sica classica ja foram encontrados em diversas 
etapas deste curso. Vcremos no vol. 4 como acabaram levando a formula^ao da fisica 
quantica. 
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Mesmo na tcoria quantica, porem, as equacoes de Maxwell permanccem validas, 
embora tenham de ser reinterpretadas. Atualmcnte, a teoria quantica das interacoes ele- 
tromagneticas e o modelo basico para o tratamenio de todas as interacoes consideradas 
como fundamentals. 

Vemos assim que as equacoes de Maxwell, complementadas pela mecanica quan- 
tica, nao s6 descrevem todos os fenomenos eletromagndticos e oticos a nfvcl macrosctf- 
pico, como tamtam servem de paradigma para o tratamento das demais intcracSes, em 
m'vel microsc6pico. 

Num trecho famoso de seu romance "Em busca do tempo perdido", Marcel 
Proust descreve como, ao provar urn doce conhecido como "madalena", mcrgulhan- 
do-o numa xfcara de chd, quando jd adulto, o gosto do doce com o chd evocou nele, 
repentinamcnte, as mcm6rias de toda a sua infancia, quando, morando na cidade de 
Combray, sua tia costumava oferecer-lhe, aos domingos, uma "madalena" mergulhada 
em chd. Este trecho e urn paralelo apropriado para tudo aquilo que esta contido nas 
quatro equacoes de Maxwell: 

"E, como nesse passatempo japones em que se mergulham numa tigela de por- 
celana chcia de agua pedacinhos de papel ate entao indistintos, mas que, assim que sao 
mcrgulhados, se estiram, adquirem contornos c cores, se diferenciam, transformam-se em 
flores, casas e personagens consistentcs e reconheci'vcis; assim tambem, agora, todas as 
flores do nosso jardim, do parque do Sr. Swann, e os ncnufares do Vivonne, e a boa gente 
da aldeia, com suas pequenas moradias, e a igreja, Combray inteira com seus arredorcs, 
tudo isso, que toma forma e solidez, saiu, cidade e jardins, da minha xfcara de chd". 



PROBLEMAS 

1. Urn capacitor de placas paralclas e formado por dois discos circulares de raio i scpa- 
rados por uma distancia d « a, no vacuo. As placas estao ligadas a urn gerador AC que produz 
uma carga no capacitor Q = Qq sen ( or ). Admita que o campo E enlre as placas 6 uniforme, 
desprczando fuga de linhas de forca, e tome o cixo z ao longo do cixo do capacitor. Calculc o 
campo B entrc as placas, a uma distancia p do eixo. 

2. Um fio condutor retib'neo cilmdrico muito longo, de condutividadc o e raio a, fans- 
port a uma corrente constante, de densidade j = oE uni forme men te disfibui'da sobre a seccao 
transversal. Tome o eixo do cilindro como eixo z. (a) Calcule B na superffcic do fio; (b) Cilcule 



Ui.ia especic dc bolinhu em fonna do concha. 
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o vctor dc Poynting S na superfi'cie do fio; (c) Mostre que o fluxo de S atraves da superfi'cie de 
um trecho de comprimcnio / do fio e igual a encrgia dissipada em calor pclo efeito Joule nessc 
trccho, por unidade de tempo. Note que cssa energia flui do cspaco em torno do fio para dentro 
dele. 

3. Suponha que uma lampada de 100 W emite toda a sua energia em forma de luz 
(desprczc outras pcrdas), uniformemente em todas as direcoes. Estimc os valores mcdios quadra- 
ticos dc I E I e ! B I a uma distancia de 1 m da lampada. 

4. A constcmie solar, a intensidade da radiacao solar que atinge a atmosfcra tcrrcstre, vale 
2 cal/cm 2 por minuto. (a) Quais sao os valores maximos de I E I c I B I correspondentcs? (b) 
Sabcndo que o raio do Sol e de 6,9 X 10 8 m, e que a distancia mddia Terra-Sol € 1,5 X 10 1 m, 
qual e a intensidade da radiacao na superfi'cie do Sol (supondo a emissao isotropics e desprezando 
pcrdas)? 

5. Mostre que, se definirmos a velocidade v dc propagacao da energia cletromagnetica, 
para um campo arbitrario no vacuo, por S = U v, onde U 6 a densidade dc encrgia cletromagnetica, 
gencralizando a (12.5.15), tem-se 



f 2 \ 
I'" 



Mo 



onde v = Ivl. Daf decorrc que v < c, e que s6 pode scr = c quando as densidades de encrgia 
eletrica e magnclica sao iguais e E e perpendicular a B, como numa onda plana. Sugeslao: Use a 
idenlidadc ( a x b ) 2 + ( a • 1> ) 2 = a 2 b 2 , vdlida para dois vclores a e b quaisqucr. 
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Respostas dos Problemas Propostos 

CAPITULO 2 

1. 2,3 x 10 3 *. 

2. (a) 8,6 x I0' C ; (b) 6,8 x 10"' kgf ; (c) A atracao eletrosu'itica c da ordem dc 10" 
vczes maior. 

3. (a) 7,2 x 10. s" 1 , da ordcm das frcqiiencias da luz visi'vel; (b) 2.3 x 10 1 kni/s, 
mcnos dc 1% da vclocidadc da luz, podendo ainda scr iratada como nao relalivfstica. Nao 
e consistcnle, na fi'sica classica, usar a elelroslatica ncslc modelo. Urn estado cstaciondrio 
s6 6 oblido na fi'sica quantica. 

5. (b) 1,6 x lO-'C 

6. 9 V~3 q Q/( 16 7t Eo a 2 ), horizontal, para a dircila. 

7. q Q/( 2 n 2 £o a 2 ), vertical, para cima. 

8. q X/( 2 k £ 0 p ), radial, para fora. 

9. w=2 



( \\/2 

Q<i 



CAPITULO 3 



l rt + P ) 27IE 0 /h(<7- + p 2 ) 



4 " (a)E= 4 B e 0 rf(/ + J) i ; (b) 5 * 4 X 1#N/C 
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2X 



5. E = 



7te 0 (a 2 + b 2 ) 



1/2 



vertical para baixo (X > 0 ). 



6. |E| = 



2XID 



7t Eo (/ 2 + D 2 )(2/ 2 + D 2 ) 



U2 , vertical para cima ( X > 0 ). 



7. (a) ; (b) 0 (faces adjacentes) ; — ^— (faces opostas). 
6 £o 24 Go 



8. 1,8 x l(T ,2 C/m 3 



9. 0 acima e abaixo de ambos ; entrc os dois. 

Co 



10. (a) E = ^f ; (b) 0) = e / (4 n B 0 m i a 3 ) l/2 ; (c) v - 7,2 x 10 ,s 



11. 0 



12. E = £(r)f ondc E(r) = ^-(Q<r<a) ; E(r) = : ^ L j(a<r<b) 



E(r) = ^-^(b 3 -a')(b<r<c);FAr) = -^(c i -lS + < S)(r>c) 

J En T 



3e 0 3e 0 r 2 



13.(a)£? = 8 W , 3 ; (b) E(f),»^^|l-| 



( r 



16. (a) E = £(p)p ; (b) ^(p) = ^ < (c) E (p) = ^ 
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CAPITULO 4 



1. Centra em ( | / , 0,0 ) ; raio | /. 



2 . (a)vW = _2_ (r , fi) .., w = _i_ 



3 r' 



2 2R 2 



(0<r<R); 



(b) V(r) = 0(r>R) • U(r) = 



47tE 0 



3 r 2 ' 



2 2tf 2 



'- 



(0<r<R); 



3. C/(r) = -qr ■ E 



4. (a) £/ = ^— j- ; (b) F = — ^-z ; (c) 10 pN, atrativa. 



<7P 



5. (a ) u _ Pi P2 3( Pl -f)(p 2 f) 
47tE 0 r 3 47te 0 r 3 

(b) L/ = T jgj ^ ffij (-para paralclos, + para antiparalelos) 

(c) /J = Pl P \ , alinhados paralelos ; (d) 3,4 x 10 _2 cV ; 2,5 x 10 _2 cV 

*t7l Eq T 



6. 3 x IO- |4 m 



7. (a) U = - 2T; (b) 13,6 eV 



8. (a) A£/ = (l-2- 2/3 )-^— ; (b) 337 McV 

4tiEq a 



10.(a)V/(O) = ^ ; (b)v J^* 

2E 0 ^»;£ 0 J 



\l/2 
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Respcsids dos o'obleriiH 



" (a) W = n Q -\ : (b) /(*) = 



8tie 0 /? 



327t 2 E 0 tf 4 



CAPITULO 5 



I, Negativo ; 2c 



2. (a) - Q I C ; (b) Q : / ( 1 2 C ) : (c) Convcrtc-sc cm ouiras Ibrmas de enetgia (calor. 
iuz da tai'sea ao ligar). 



4. 2C 



5. He 



6. §[Vi-i)e 



, 1 1 ( d 

7 c = ^K< /+ * 



8 1 _ 1 1 [ 1 _I L_L[I_1 

C 47tE () A_K| Vrt c ) k 2 \c b 



9. (a) ? = 



C K|j: 0 /4 k : c 0 



+ — T~7 : (h) o= 



10. (a) E = Y^—(Q<r<a) ; = ^(r > a ) 



(b) V(0)-V(a) = 



jxr 
6k6t 



CAPITULO 6 



Rerspostds C<io 6 



1. (a) v(a)=v 0 



2evx 
tnv})d 



1/2 



1+ 



-1/2 



2. / = 1.39 x 10 8 A 



3, T = 2,4 x 10 3 dC 



4. a = 3,53 x 10 14 (Urn ) 



5. 



(a) * - 



K C„ 

aC" 



(b) Dcmonstragao geral : ^ = £e • dS = , i = £.j dS - o j> 



i = bj • dS •= o t E • dS = o - - - 



K 6 U K 



6. „ ' 



•V (a, -oo) 



7. (a) /? = r 

(b) Sao iguais. 

8. (a) R = 1,4 LI ; (b) /• = 0.1 O ; (c) 1,5. W ; (d) 1,4 W ; (e) 0.1 W. 

9. 84,6% 



10- (a) 



= exp 



-eE^-\ ; (c) 0.06 V 
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CAPITULO 7 



L v=-^' |m| - B ° 



In V / 



3. (a) v = 1,4 MHz ; (b) r = 2,1 m 



4. R = 



b|-|b1' 



5. Go^-^, 



CAPITULO 8 



1. (a)fl 0 =0,53A; (b) j= - *' 2 =l,05xI0~ 3 A 



(c) |B| = ^- = 12.5T ; (d) jig = 9.3 x 1(T 24 A • m 2 



2. B = i . c i nos dois casos. 



3. W-M^ 
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6 B = ^°-^^z 
4rc ab 



7 F= + ^ — x (repulsiva) 

2ti d(d+a) 



8- ( a)B (0)=(lf 2 ^-i 



9. («) «(.v) = 



Z. 



Z. + .v 



|« 2 +| 'x-jrl J«N 



i 



>2 



5(0) *p„ mi para : B(L 12) = - 0(0) 

— 



2rc * 3 



dipolo magnetico wt = nLi n a 



(a) B(0)= ^-owfli ; (b) m=Jo(ofi 4 z 



'•(a)B = ^<p; (b) B = g£ [(, + l)x + i] 



2rc/? 



4n/? 



CAPITULO 9 



l. « 



iV5 
2. 3.13 mV 



308 Respostas dos problemas 

3. (a) V = ±b>a 2 B ; (b) x = ±Ia 2 B ; VI = K0 



4. (a) anti-horano ; (h) « = S -^ ; (c) v 0 = ^| ; (d) i 0 =^ 
(e) variagSo de energia polencial = energia dissipada em calor = mgvo A t 



5 - &>«-^*b 



Mo 

2 a 



6. cosG 



7. L,2-M[l-Vl-(<»/*) 2 ] 



. 3 na 2 b 2 vlz 
^(z'+b 2 ) 5 



. /V v* C r i ^ 



11. (a) F=-^v ; WJ^y 



12.(a)0=-^.n( 1+ f]; (b)/ = - 



r— 7-7 p. horario 

2nRi(a + vl) 



CAPITULO 10 



Respostas - Cap. 10 309 



i. r = 15 n 



3. V(t) = ±& 



1 V3 
4. ^-j- 



5 ' (a) = -Jlc ~ Tih? ■ y = Jc ' (b) ^ = 1 ° 4 Hz •' 1 1 P cn ' odos 



6. i=^W + - 1 



Z - * + + /?-//(«C) = Vl Para TL=tc 



7. «o = 



iC 



L,I 2 -(Z 42 ) 2 ] 



1 

8 ^ile-J 



9. (a) /(/) = 



( 71 

sen + 



ondc t,, = L/Rc<? L = tg -1 ((oL / /?) ; (b) G) = R/L = \/ x L 



10. ( a ) o> c = V^-iV 2 ! W 0), = -t-A 



h 2 



i a- 



11. (a) /W = ^cxp -^r ; (b) jCE 2 ; (c) CE 2 ; (d) ±CB 2 
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vt ( \ i? *n I \ , (OAS sen (10/ - (p) oL 

12. (a) £ = ovlflscnM , / = ■ ) ' , tg(p = — 

■JR 2 +(<oL) 2 k 

(b) m = I A [cos (aw) x + sen (a>/) y] 

(c) 1 - -I A sen {(at) i 

13. (a) R = 2napN/S ; (b) Z. = jia 2 n 0 tf 2 // ; (c) $ = -arctg(wL/K) 

CAPITULO 11 

1. 1,1 

2. (a) 2 ; (b) 3 x 10~\ em comparacao com valores da ordem de 10 3 

4. (a) K m = 1,22 x 10 3 ; (b) 7,96 x 10 3 A/m ; (c) 250 

5. (a) 0,01 J ; (b) 0,04 J ; (c) 0,1 H 

6 - B ' = 2^3* • * 2 = 2B > 



8. (a) B = m, 



1- 



CAPITULO 12 

1. B-^fl>M(wd# 

2. (a) B**S% ; (b) S-jLji 



2a 

3. (|E|) = 54,4V/m .(|B|) = l,84xlO- 7 T 

4. (a) |ELax= 1 '0 2x 10 3v /m-|B| m ax = 3,4xl0- 6 T ; (b) 6,5xl0 9 KW /m 2 
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Este curso universitario de Fi'sica Btisica destina-se aos estudantes de 
engenharia, fi'sica, matematica, quimica e areas correlatas. O objetivo e dar uma 
discussao detalhada e cuidadosa dos conceitos e princi'pios basicos da fi'sica, com 
enfase na comprcensao das idt-ias fundamentais. Procura-se desenvolver a intuicao 
e a capacidade de raciocmio ffsico, bem como motivar e interessar os estudantes. 

O volume 3, "Eletromagnetismo", apresenta a fundamentacao fenomeno- 
logica da teoria cletromagntftica, seguindo seu desenvolvimento historico e 
const ruindo gradualmenle .is i'i]iiacoi's de Maxwell. Os problemas propostos sao 
da ordem de uma centena, todos com respostas, 
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